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Zeit und Ort:

Vorlesung: Montag und Dienstag, jeweils 10-12 im T1.

Ubung: Di, vierzehntdglich (Tobias Ahlbrecht, Hiwis: A. Mantel/K.
Bshm). Anmeldung unter StudIP.

Vorlesungsunterlagen
https://studip.tu-clausthal.de/...

RegelmaBig besuchen! Dort finden Sie alles Wichtige Gber
die Vorlesung, Dokumente, Ubungen et cetera.

Priifungsklausur: tba

Zulassung zur Klausur: >50% der Ubungspunkte, und bei
maximal einem Haustbungsblatt weniger als 20%.

Es gibt Bonuspunkte fir die Klausur, wenn deutlich mehr
als die notwendigen Punkte erzielt wurden.
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Outline

Terminologie

Endliche Automaten (reg)
Kellerautomaten (cf)
Turing Maschinen (re)

P versus NP

B Anwendungen
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“Theoretische Informatik” von Katrin Erk und Lutz
Priese.

Vielen Dank an Katrin Erk, die mir vor vielen
Jahren ihr gesamtes Material zur Verfiigung
gestellt hat. Dank auch an Michaela Huhn, die
weitere Folien beigesteuert hat.

Der Teil Gber P/NP stammt im Wesentlichen aus
Hopcroft/Ullmann und wurde von mir mehrmals
in Manchester gelesen.
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Organisatorisches

m Zulassung zur Klausur: (1) 50 % der Ubungspunkte (jedes
Ubungsblatt muss mit mindestens 20 % bestanden werden), und
(2) jeder Student muss mindestens zweimal an der Tafel eine
Aufgabe erfolgreich vorgerechnet haben.

m Ubungen kénnen zu Gruppen von maximal zwei Studenten
abgegeben werden. Bei Plagiaten werden alle identischen Blatter
mit O Punkten bewertet.

m Zur Klausur sind keine Blicher, Folien oder Mitschriften zugelassen.
Lediglich ein handgeschriebenes Din A4 Blatt ist erlaubt.

m Die Ubungszettel sind jeweils bis Montags, 13 Uhr in den
Zettelkasten zu legen.

m Fir diejenigen die deutlich mehr als die 50 % schaffen, gibt es
Bonuspunkte. Diese werden bei der Klausur angerechnet: falls nah
an der Grenze zur besseren Note steht, bekommt man sie (man
muss allerdings bestanden haben).
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Worum geht es eigentlich? (1)

Um Grundbegriffe der theoretischen Informatik:

Sprachen: das sind Mengen von Zeichenketten
(eine Zeichenkette heillt auch Wort),

Grammatiken: das sind Kalkiile, um Sprachen zu
erzeugen (jedes Wort wird erzeugt),

Automaten: das sind Maschinen, die Sprachen
definieren oder transformieren (indem
sie testen, ob ein Wort zu einer Sprache
gehort, Sprachen erzeugen, oder
Eingabe-Sprachen in Ausgabe-Sprachen
Ubersetzen).
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Warum? (1)

Sprachen und ihre Verarbeitung sind ein zentrales Thema
der Informatik.

m Programmiersprachen und ihre Compiler;

m Skriptsprachen und Interpreter, Protokolle;

m Eingabesprachen fiir Webdienste, mobile Dienste, .. .;

m Werkzeuge fur die Textverarbeitung, Engineering-
Aufgaben oder domanenspezifische Sprachen;

Sprachen und Automaten gehdren in den
Werkzeugkoffer jedes Informatikers!
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Worum geht es eigentlich? (2)

Prazise Definition des Algorithmus-Begriffs: ein
Algorithmus ist der Programmcode einer
Turingmaschine.

Der Algorithmusbegriff ist universell, d.h. auch
mit anderen Berechnungsmodellen wie While-
oder GoTo- Programmen, p-rekursiven Funktionen
oder Termersetzungssystemen funktioniert es.

Wir zeigen, dal} das Halte- und viele weitere
Probleme unentscheidbar sind, d.h. sie konnen
grundsatzlich nicht berechnet werden.
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Warum? (2)

Berechenbarkeitstheorie hat die Mathematik in der ersten
Halfte des 20. Jahrhunderts erschiittert!

Prof. Dr. Jiirgen Dix

e O¥fcal O a0 1012 T

Gectic vyurgmm
o @Q_}_—m st

¥ 32

Eractar boly

. -—TAPE
fopad cotoooBono)
A TR TS TR
- ] 1 | ] y
b H 1l ‘: : £
1 | | J
S AR i S Hi, R | T, | IRy
e 17 ] EEREN R,
o =) N
el Y moﬂ )—mtk in procsss of wasune
< »
| / —HEAD
scanned el Cued et
gmbel | pap g [amen el nae €
Print, Erase
Lt Rignt [ e et

ity Mg bt
At tpr dtite
CH R
L el 1

\ire Mow Mot
smbel fepe e
i
R_B| 1

a
tapesmed s 1
tpesmbd st 1

Control unit S
A fanciful mechanical Turing machine’s TAPE and HEAD. The TABLE instructions might be on another
“read only” tape, or perhaps on punch-cards. Usually a "finte state machine” is the madel for the TABLE

Abbildung 1: Turing-Maschine @©Wikipedia

Clausthal, WS 17/18

9



el TU Clausthal

Worum geht es eigentlich? (3)

Auf Basis einer prazisen Definition des
Algorithmus-Begriffs, des Programmcodes einer
Turingmaschine, kann die Komplexitdt von
Problemen untersucht werden:

Wir fihren Komplexitatsklassen ein. Die
wichtigsten sind die Klassen P und NP.

Wir zeigen von vielen Problemen, daB sie dieselbe
Komplexitdt haben, ohne diese Komplexitat
genau zu kennen (sie sind NP vollstandig).
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Warum? (3)

Wie entwickeln sich Speicherplatz und Rechenzeit bei
grofen Probleminstanzen?
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Abbildung 2: Traveling Salesperson Instanz in Google Maps
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Lernstrategie

JedeR? kann 10 km Laufen®!

Abbildung 3: ©www.lauf-infos.de

wenn...

9gesund, Alter zwischen 15 und 50,...
bZiel: 10 km schaffen, nicht U60’, U50’ oder gar U35’
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Wenn er/sie 10 - 12 Wochen konsequent trainiert!
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Grunde fur Erfolg oder MiRerfolg:

Konsequente Teilnahme am Training = 10 km Lauf /

Prof. Dr. Jirgen Dix Clausthal, WS 17/18 14
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Fur einen 10 km Lauf und fir Info Il gilt:

Trainieren Sie - jetzt!

GET IN THE GAME!

m Das erste Ubungsblatt ist schon in zwei Wochen
fallig. )
m Ebenso die erste Ubung.
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1. Terminologie

Terminologie
m Sprache, Grammatik
m Warum Sprachen?
m Die Chomsky-Hierarchie
m Probleme tber Sprachen
m Endlich, unendlich und dann?

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 18
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In diesem Kapitel flihren wir die Begriffe
m Sprache und
m Grammatik
ein.

In der gesamten Vorlesung geht es darum zu
untersuchen, welche Sprachen man durch welche
Grammatiken ausdriicken kann (und welche
nicht).

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 19
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Inhalt

Wir untersuchen insbesondere:

Wie man Probleme aus der Mathematik
(Graphentheorie, Logik) als Probleme tber
Sprachen formulieren kann.

Wie man Klassen von Grammatiken von
steigendem Schwierigkeitsgrad definiert:
Chomsky-Hierarchie.

Wieviele Grammatiken und Sprachen gibt es
uberhaupt (soviele wie naturliche Zahlen,
reelle Zahlen oder komplexe Zahlen)?
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1.1 Sprache, Grammatik
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Grundlage einer Sprache ist das Alphabeft. Es legt die zur
Verfigung stehenden Zeichen (auch Buchstaben genannt)
fest. Ein Alphabet ist oft endlich.

Eine Sprache besteht aus Wortern: endliche Sequenzen
von Buchstaben (Zeichenreihen). Es gibt mehrere
Operationen auf Wortern und auf Sprachen.

Alphabet: ¥, endlich;

Wort: w, auch String oder Zeichenreihe genannt, ist
immer Uber einem Alphabet ¥ definiert: es ist
eine endliche Folge von Symbolen aus . Die
Lange eines Wortes (bezeichnet mit |w|) ist die
Anzahl seiner Buchstaben. ¢ bezeichnet das leere
Wort: es hat als einziges die Lange 0.

Achtung: ¢ ist ein Metasymbol fiir ein Wort,
kein Symbol aus dem Alphabet X.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 22
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it U Clausthal
Sprache: Eine Sprache L ist eine Menge von Wortern
Uber einem Alphabet . Auf der Menge aller
Sprachen FS(X) definieren wir folgende
Operationen: (sei L, M € FS(X))
Konkatenation (o):
LoM :={wow:weL, weM}
oft [aRt man “o” weg: LM, ww'.
i-te Potenz von L (*): L° := {e}, L'*' := LL},
Kleene-Hiille von L (*): L* := U;_;,. . L',
Variante der Kleene-Hiille von L (L*):
LT := LL*. Man zeigt leicht, dal
Lt = Ui:1,2,._. L.
Reverse (): w? bezeichnet das Wort w
rickwarts gelesen: (abbed)® := dcbba. Analog
ist LB .= {wh: we L}.
Dabei ist e := ¢.

Clausthal, WS 17/18 23
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Beispiel 1.1 (Sprache der gerade Zahlen)

> {0,1,2,3,...,9}

L | Menge der gerade Zahlen

z.B.|2,4,6,8,10,12, 14, . ..

aber nicht | 1,3,5,...,111,113,...

Tabelle 1: Gerade Zahlen

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 24
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Beispiel 1.2 (Aussagenlogische Ausdriicke)

hY {Z', Y, 2, \,V, 7, (7 )}

L | Menge der aussagenlogischen Aus-
dricke tber den Variablen z,y und
zZ

zB. |z Ay, ~y, (xVy V(zAx),...

aber nicht | zz, —yz, AV, —, ...

Tabelle 2: Sprache: Aussagenlogische Ausdriicke

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 25



1 Terminologie
1.1 Sprache, Grammatik
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Y* ist also die Menge aller Worter tiber X.
¥+ :=¥*\ {e} ist die Menge aller Worter tiber

der Lange echt groRer als 0.

Mithilfe der obigen Operationen bildet man regulare
Ausdriicke, z.B.:

(aba)*bb* + (aba)*a + (ba).

Clausthal, WS 17/18 26
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Definition 1.3 (Regulare Ausdriicke Regs,)

Reguldre Ausdriicke sind wie folgt definiert:
0 ist ein regularer Ausdruck.

Fir jedes a € X ist a ein regularer Ausdruck.

Sind r und s reguldre Ausdriicke, so auch

m (r + s) (Vereinigung),
m (rs) (Konkatenation),
m (r*) (Kleene Stern).

Wir lassen die Klammern weg und vereinbaren,
dal} * Vorrang vor der Konkatenation hat, die
wiederum Vorrang vor + hat.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 27



W TU Clausthal 1t St

Definition 1.4 (Semantik regularer Ausdriicke)

Ein reguldrer Ausdruck r stellt eine Sprache J(r) Gber X wie
folgt dar:

m J(0) =0,

m J(a) := {a}, fUra € %,

mJ(r+s):=73(r)Jd(s),

m J(rs) :=T3(r)3(s),

m J(r*) =TJ(r)*
Oft benutzen wir auch a* in einem reguldren Ausdruck
(beachte, dal} dies ein Makro ist). Wir benutzen “1”,
definiert durch

1:=0"

Man rechnet leicht nach, dall 3(1) = {¢}. Vorsicht: Falls
0,1 € ¥, kann es zu Verwechslungen kommen.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 28
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1.1 Sprache, Grammatik

Welche Sprachen stellen die folgenden reguldren
Ausdriicke dar?

B aa,

u (CL + b)*r

® aa® + bb*.
Beachten Sie, dal gilt:

m {abb}c*{b} = abbc*b,

m {aba}*{a} U {ba} = (aba)*a + ba.
Nur die Ausdriicke auf den rechten Seiten sind
reguldre Ausdrucke. wir benutzen im folgenden beide

Schreibweisen, um Sprachen bzw. Mengen auszudriicken.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 29
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1 Terminologie
1.1 Sprache, Grammatik

Beispiel 1.5 (Sprache der gerade Zahlen)

by

{0,1,2,3,...,9}

L

Menge der gerade Zahlen

z.B.

2,4,6,8,10,12,14, ...

aber nicht

1,3,5,...,111,113,...

reg.

Ausdruck

(1+24+3+4+5+64+7+84+9)(0+1+2+
3+4+54+6+7+8+9)*(0+2+4+6+8)
+(0+2+4+6+38)

Prof. Dr. Jiirgen Dix

Tabelle 3: Gerade Zahlen als reguldrer Ausdruck
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@Ku TIJ\ ClaUSthal 1.1 Sprache, Grammatik

Eine Grammatik ist ein Kalkil um eine Sprache zu
definieren. Also eine Menge von Regeln, mit
deren Hilfe man Wérter ableiten kann.

Die zu einer Grammatik gehdrende Sprache
besteht aus den ableitbaren, terminalen
Wortern.
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Clausthal Unive

Definition 1.6 (>-Grammatik)

Eine Grammatik G Uber einem Alphabet % (kurz >-Grammatik) ist ein
Tupel G = (V, T, R, S). Dabei ist

m V eine endliche Menge von Variablen;

m T C X eine endliche Menge von Terminalen mit V N T = ()

m R eine endliche Menge von Regeln. Eine Regel ist ein Element
(P,Q)aus (VUT)*V (VUT)*) x (VUT)*. Das heildt,
m P (die Pramisse) ist ein Wort Uber (V U T'), das mindestens eine
Variable aus V enthalt,
m Q (die Conclusio) ist ein beliebiges Wort tiber (V U T).

Fir eine Regel (P, Q) € R schreibt man tblicherweise auch P —¢ Q
oder nur P — Q.

m S das Startsymbol, S € V.

Oft sagen wir einfach “Grammatik G”, da X vorher festgelegt wurde
und sich nicht andert.
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Beispiel 1.7

S— B B — dobegin Bend B — A
A—nopA A—e

m Wir schreiben normalerweise Variablen als
GroBbuchstaben,

m Terminale als Kleinbuchstaben.

m Wenn es mehrere Regeln mit derselben Pramisse gibt,
alsoz.B. P — @, P — 2, P — 3, so schreibt man
daftir auch kurz

P— Q] Q2] Qs.
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1.1 Sprache, Grammatik

Rechnung einer Grammatik:

m Beginn beim Startsymbol, einer Variablen.
Dies ist ein Wort.

m Eine Grammatikregel P — @ sagt, daB} ein Vorkommen
von P durch () ersetzt werden darf:
Wenn das aktuelle Wort die Pramisse P enthalt, dann
kann man P durch die dazugehérige Conclusio @
ersetzen. Das Ergebnis ist ein neues aktuelles Wort.
Eine Pramisse muss eine Variable enthalten.
Umgekehrt ist ein Wort, das noch eine Variable enthalt,
nicht “fertig”.

B Am Ende steht ein terminales Wort: also eines, in dem
keine Variablen vorkommen. Es besteht nur aus
Terminalen.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 34
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Beispiel 1.8 (Einfache Grammatiken)

m Sei G, = ({5}, {a}, {R1, Rz}, 5) eine
Grammatik mit Ry = S — aS, Ry= S — e

m Sei Gy, = ({5}, {a,b},{R1, R2},S) eine
Grammatik mit Ry = S — aSb, Ry = S — e.

m Sei Ggerade -
({S,50},{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},{ Ry, R}, .5)
eine Grammatik mit R; = S —
15[250|35[4Sy|55|6Sy|75|8Sy |98,
Ry = So — S | €.

Welche Worter kann man ableiten?
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Definition 1.9 (Ableitung, Rechnung)
mistG = (V,T,R,S) eine Grammatik, w, v’
Worter aus (V UT)¥,

so gilt “w — w'”, w geht uber in w/, falls gilt: es
gibtu,v € (VUT)*, und P — @Q € R mit

(w =uPvund v =uQuv).

Fir “w geht Gberin v’ ...
m ... mit der Grammatik G” schreibt man auch:
w=>, w
m ...durch die Regel P — Q" schreibt man auch:
w=,_ ,w

P—Q :

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 36
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1 Terminologie

Falls es Worter wy, ..., w, € (V UT)* gibt mit
w = wy, w, = w und w; =, w; fur0 <i < n,
so schreiben wir dafiir auch w :>Z w'.

n = 0 ist erlaubt, das heilt, w =" w qilt stets.

Die Folge wy, . . ., w, heilt Ableitung oder
Rechnung (von wy nach w, in G) der Lange n.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 37
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Vorsicht Indeterminismus:

Es kann mehrere Wege geben, um zum gleichen
Wort zu kommen.

Beispiel 1.10 (Indeterminismus)

Wir betrachten die Grammatik
G = ({S, B}, {CL, b, C}, {Ro, Rl, RQ, Rg}, S)

Ry= S — aBBc

R, = B —b
RQZ B — ba
Rs= BB — bBa
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Drei Moglichkeiten, das Wort abbac zu erzeugen:

S =, aBBc =, abBc =, abbac
S =, aBBc =, aBbac =, abbac
S =, aBBc =, abBac =, abbac

Wenn ein Wort w mehrere Regel-Pramissen
enthalt, gibt es mehrere mogliche weitere
Rechnungen.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 39
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Warum ist das ein feature und kein bug?

m Erlaubt oft einfachere Definitionen von Grammatiken.
m Manchmal gibt es keine eindeutige Grammatiken.

m Eine Grammatik beschreibt die Struktur der Worter.
Diese Struktur kann etwas bedeuten.
Wenn dann die Grammatik nicht eindeutig ist, heil3t das,
dall manche Wérter mehrere mogliche Strukturen
haben.

m Fur naturliche Sprachen braucht man das unbedingt.
Manche Satze sind mehrdeutig, also missen auch die
Grammatiken mehrdeutig sein!

Time flies like an arrow.
Fruit flies like a banana.
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Definition 1.11 (Erzeugte Sprache L(G), Aquivalenz)
Die von einer Grammatik G erzeugte Sprache
L(G) ist die Menge aller terminalen Worter, die
durch G vom Startsymbol S aus erzeugt werden
kdnnen:

L@G) = {we T | S =" w} (1)

Zwei Grammatiken G, G5 heilRen aquivalent, falls
L(G1) = L(Gy).
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Wir betrachten die Grammatik

Gy = ({S}, {a,b}, {R17R2}7 S)

mit R; = S — aSb, Ry = S — ¢ von Beispiel 1.8.
Um ein Wort zu erzeugen, starten wir mit dem
Startsymbol S:

S =, aSb =, aaSbb =, aaaSbbb = aaabbb

Damit haben wir mit G, das Wort a®b?® erzeugt. Es
lassen sich durch mehr oder weniger
Anwendungen von R; auch andere Woérter
hervorbringen.
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Lemma 1.12

Ga, die Grammatik aus Beispiel 1.8, erzeugt die Sprache
L(Gap) = {a™" | n € Ny}

Beweis
Dal} G, tatsachlich genau diese Sprache erzeugt, zeigen
wir allgemein, indem wir alle méglichen Ableitungen von
G, betrachten.
C: zu zeigen: Jedes terminale Wort, das GG, erzeugt, hat
die Form a"b".
Wir zeigen furalle w € (V UT)": Falls S =", , w, dann
gilt entweder w = a"Sb" oder w = a™b" fur ein n € Ny.
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Dazu verwenden wir eine Induktion liber die Ldnge einer
Ableitung von S nach w.

Induktionsanfang: w = S = a°St°

Induktionsschritt: Es gelte S —  W=>g w’, und fir w
gelte nach der Induktionsvoraussetzung bereits w = a"b"
oder w = a"Sb". AuBerdem sei w =, ~w’ eine Ableitung
in einem Schritt. Nun ist zu zeigen: w' = a™b™ oder

w' = a™Sb™ fur irgendein m.
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Fall 1: w = a"0". Dann konnte keine Regel angewandt
werden, da w schon terminal ist, also tritt dieser

Fall nie auf.

Fall 2: w = a"Sb". Dann wurde von w nach v’ entweder
Regel R, oder R, angewandt.
Falls R, angewandt wurde, dann gilt
w = a"Sb" = a"aSbb" = a"'SHP T = ',
Falls R, angewandt wurde, dann gilt
w = a"Sb" = a"eb" = w'. Dies Wort ist
terminal und hat die geforderte Form a"b™.
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D: zu zeigen: Fur alle n kann a"b" von G, erzeugt werden:
S =7 a™b™ Vn € Ny.

ab
Um a"b” zu erzeugen, wende man auf S n-mal die Regel
Ry und dann einmal die Regel R, an. O
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Definition 1.13 (Dycksprache D)

Fir k € Nsei Vi := {21,771, 29 ..., 21, T)} €N
Alphabet tber den 2k Symbolen z1,77, . . ., xp, Ty.
Die Dycksprache Dy, ist die kleinste Menge die
folgende Bedingungen erfullt:

€ € Dy,

Falls w € D;, so auch z;wz;.

Falls u, v € Dy, so auch uwv.
Interpretiert man die z; als 6ffnende, die 7; als
zugehorige schlieRende Klammern, so kann man
die Dycksprache als die Menge aller korrekten
Klammerausdriicke sehen.
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1.2 Warum Sprachen?
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Einige interessante Mengen wurden schon als Sprachen
beschrieben, z.B. gerade Zahlen, Klammersprachen.
In der Einleitung wurde versprochen:

Relevante Probleme der Mathematik und Informatik!
Diesem Anspruch versuchen wir jetzt gerecht zu werden:

Fakt 1.14

Viele Fragestellungen der Informatik und der Mathematik
kénnen als Probleme tiber Sprachen formalisiert werden.

Die folgenden Beispiele zeigen, wie man Probleme als
Sprachen formalisieren kann.
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Primzahlen

Kann man die Menge der Primzahlen als formale Sprache
Uber einem Alphabet sehen?

Beispiel 1.15 (Primzahlen)

XY

L,im | Menge der Primzahlen

B |15 T T TS T -
aber nicht | [, [[[[, [[[lII; 111, 11HTe, s -

Tabelle 4: Primzahlen in Unardarstellung

Statt | kdnnen wir natirlich auch O, 1, | oder % benutzen.
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Wichtig:

Gebraucht wird ein Eingabealphabet

¥ :={0,1,...,n — 1}, um eine Ganzzahl zur Basis
n darzustellen (n > 1). Zum Beispiel wird die Zahl
5 binar durch 101 dargestellt. Fir die unare
Darstellung benutzt man ||||| oder auch 11111
(man kénnte auch 00000 benutzen um es mit der
Darstellung oben konsistent zu machen).
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Anmerkung:

Die n-dre Darstellung (n > 1) einer Zahl m fihrt
zu einer Speicherersparnis: Statt m Zellen eines
Speicherbandes zu benutzen (in Unardarstellung)
werden nur log, m bendtigt.

Trotzdem ist nur der Schritt von der unaren zur
bindren Darstellung — also von m nach Igm — eine
wirkliche Verbesserung.

Der Umstieg auf log, m lasst nur die Einsparung
eines (linearen) Faktors zu.
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m Wie kann man die Menge aller booleschen
Ausdriicke der Form z3 V 21 A 29 V =2 als
Sprache darstellen?

m Wie kann man die Lange der Formel
23V 11 A\ 29 V —xq definieren?
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Boolesche Ausdriicke

Idee: Eine Variable z; wird durch das Symbol = gefolgt vom
Index ¢ in Bindarnotation kodiert. z;; ist damit — z11.

Beispiel 1.16 (Boolesche Audriicke)

Z]sat {/\ava_'a(a)vxaoyl}

Lo, | Menge der Booleschen Ausdriicke

z.B. | 1V 2101, (z11 V 21) A (210 V —z1),. ..

aber nicht | A, =V, z(), 2101210211, . ..

Tabelle 5: Boolesche Ausdriicke mit Variablenindizes in Bindrdarstellung
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Boolesche Ausdriicke
Welches Alphabet bendtigen wir um boolesche
Formeln (wie etwa 1 V (23 A x4)) zu kodieren?
Ysat :={A,V,—, (,),x,0,1}. Dies geniigt, um einen
booleschen Ausdruck w mit den Variablen
{x1,z9,...} zu definieren. Eine Variable x; wird
durch das Zeichen z gefolgt von der Zahl i in
binarer Notation kodiert.
Wie Ublich wird ein ganzer Ausdruck abhangig
von der Belegung der Variablen als t (true) or f
(false) ausgewertet.
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Ein wichtiges Problem ist es, von einem
booleschen Ausdruck zu entscheiden, ob er
erfullbar ist: satisfiability-problem (SAT).

Frage
Existiert eine Belegung der Variablen im Ausdruck
w derart, dall w als t ausgewertet wird?

Wie kann man dies als Sprache (oder
Grammatik) darstellen?
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Frage

Angenommen, es lage ein boolescher Ausdruck
(in der tblichen Form) mit n Symbolen vor. Wie
lang ist die kodierte Version in X¢4?

Es konnen nur [ ] Variablen vorkommen, jede
bendtigt nicht mehr als 1 + [Ign] Symbole: also
hochstens

< [5](1+[lgn]) + [5]

< 512+ [lgn])

< [51(2[lgn])

< n[lgn]
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Fakt 1.17

Alle spéiteren Komplexitdts-Betrachtungen werden
unabhdngig davon sein, ob nun n oder nlgn als
Lange der Eingabe betrachtet wird.

Wir definieren:
Definition 1.18 (Satisfiability)

Lgt := {w € X}, : es gibt Belegungen fur z; so,
daR die Formel w wabhr ist}
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Graphen

Definition 1.19 (Graph)

Ein Graph G = (V, E) besteht aus
m einer Menge von Knoten V/, und
m E CV xV, der Kantenmenge.

Wenn fur alle u,v € V gilt: (u,v) € F < (v,u) € E, dann
heilt G ein ungerichteter Graph, sonst heil’t G gerichtet.

Frage: Erreichbarkeitsproblem

Gibt es einen Weg in G von v; zu v;?
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Graphen

Beispiel 1.20 (Graphsprache)
Alphabet: Ygrpn := {v,€,0,1,(,), #}.

v; wird reprasentiert durch die Zeichenkette v gefolgt vom
Index binar kodiert.

Eine gerichtete Kante e; ; wird kodiert als Zeichenkette
(string14£string2), wobei stringl die bindre Darstellung von
i und string2 die bindre Darstellung von j ist.

Priifen Sie Thr Verstdndnis: Ergdnzen Sie fehlende Details
zur Darstellung von Graphen, und schreiben Sie den obigen
Graphen als Wort tber Xgpn auf!
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Definition 1.21 (Erreichbarkeitsproblem L cach)

Das Erreichbarkeitsproblem ist wie folgt als
formale Sprache definiert:

Lieach := {w € Ygraph © €S gibt einen Weg in w
von der ersten Ecke v,

zur letzten Ecke v, }
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Ganzzahlige lineare Programmierung

Gegeben sei eine m x n Matrix A Gber Z und ein
Spaltenvektor b.

Frage:
Gibt es einen Spaltenvektor x, der Ax > b erfullt?

Reprasentation: Worter der Sprache sind die Eintrage von A
und b: alle werden bindr dargestellt.

Definition 1.22

Lyp :={w € X}, : W reprasentiert ein
ILP-Problem (A, b) so, dal es
ein x mit Ax > b gibt.}
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Die Beispiele dienen als Beleg fiir Fakt 1.14."

Fakt 1.14

Viele Fragestellungen der Informatik und der Mathematik
kdnnen als Probleme tber Sprachen formalisiert werden.

Die Darstellung als formale Sprache bringt uns aber nur
weiter, wenn wir die aufgeworfenen Probleme mit
Info-lll-Mitteln auch 16sen kénnen!

1Zweifler formalisieren noch einige weitere Probleme, wie “z ist die Summe
zweier Quadratzahlen”.
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Was haben wir bis jetzt erreicht?

m Definition von formalen Sprachen.

m Regulére Ausdriicke sind ein endliches
Beschreibungsmittel fiir manche Sprachen.

m Eine Grammatik ist ein Kalkul zur Erzeugung formaler
Sprachen: ein weiteres endliches Beschreibungsmittel.

m Ein Wort wird durch Ableitung von einer Grammatik
erzeugt. Damit kann man — oft ganz einfach — zeigen,
daB ein Wort zu einer Sprache gehort.

m Beweise Uber Ableitungsfolgen (strukturelle Induktion).
Damit kann man — oft mit etwas Aufwand — zeigen,
daB bestimmte Worter nicht von einer Grammatik
erzeugt werden.
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Beispiel 1.23 (Grammatik-Ausschnitt: Dangling Else)

S — if FthenSelse S

S — if FthenS

S — other_stat //sonstige Anweisungen
E— b //boolescher Ausdruck
//Terminale: if, then, else, b, other_stat

Leiten Sie das folgende Wort ab
ifbthenifbthenother_statelseother_stat
m Stellen Sie Ihre Ableitung als Strukturbaum dar.

m Wieviele Ableitungen gibt es?
m Warum ist das ein Problem?

Grammatiken sind die Grundlage fiir das Parsen von
(Programmier-) Sprachen.
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1.3 Die Chomsky-Hierarchie
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Unsere Grammatik-Definition ist sehr allgemein!

Einzige Einschrankungen:
m nur endlich viele Regeln und

m jede Regelpramisse muss mindestens eine Variable
enthalten.

Das ldsst viel Flexibilitdat, fiihrt aber leicht zu
Wildwuchs!?

Daher wollen wir jetzt die Regeln, die in einer Grammatik
zulassig sind, beschrdnken.

Dann erhdlt man Grammatiktypen und damit auch
Sprachklassen von verschiedenen Schwierigkeitsgraden.

2z.B.: Ein Wort kann im Lauf der Ableitung beliebig in der Linge wachsen und wieder
schrumpfen.

V.
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Definition 1.24 (Sprachklassen)

Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heif3t

rechtslinear, falls fur alle P — Q € R:
(PeVund Qe T UT"V).
Das heildt:
m Es wird eine einzelne Variable ersetzt.
m Mit einer Regelanwendung wird
hochstens eine Variable erzeugt.
m Wenn eine Regelanwendung eine
Variable erzeugt, steht sie ganz
rechts im Wort.
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kontextfrei (cf) fallsfiralle P — Q € R:
(PeVundQe (VUT)).

Das heildt:

m Es wird eine einzelne Variable ersetzt.

m Was links und rechts von der
Variablen steht, kann man in der
Pramisse nicht kontrollieren.

m Das Wort in der Conclusio kann
Variablen und Terminale in
beliebiger Mischung enthalten.
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kontextsensitiv (cs), falls furalle P — @ € R qilt
m entweder (Elu,v,oz e(VUT)*3AeV

(P = uAv und Q = uaw mit |a| > 1)), oder
die Regel hat die Form S — ¢
m S kommtin keiner Regelconclusio vor.

Das heildt:

m Eine Variable A wird in einen String a mit
einer Lange von mindestens 1 Gberfuhrt.
Das Wort wird nicht kiirzer, auBer ¢ € L.

m Diese Ersetzung von A durch « findet aber
nur statt, wenn der in der Regel geforderte
Kontext, links  und rechts v, im Wort
vorhanden ist.
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beschrankt, falls fur alle P — @Q € R qilt:

m entweder (|P| < |Q|) oder die Regel
hat die Form S — ¢

m S kommt in keiner Regelconclusio
vor.

Das heil3t:

m Die Conclusio jeder Regel ist
mindestens so lang wie die Pramisse
(aulerfalls ¢ € L).

m Das heil’t, das Wort kann im Lauf der
Ableitung nur wachsen, nie kiirzer
werden.
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1.3 Die Chomsky-Hierarchie

Aufbauend auf diesen Grammatikarten kann man
nun Sprachklassen definieren:

Definition 1.25 (Sprachklassen)

| Klasse | definiert als | Sprache heil}t |
L;, RAT [{L(G) | G ist rechtslinear}| Typ 3, reguldr
L., CFL [L(G) | G ist cf} Typ 2, kontextfrei
Li, CSL [L(G) | Gist cs} Typ 1, kontextsensitiv
{L(G) | G ist beschrankt} | beschrdnkt
Lo, re. [L(G) | G beliebig} Typ 0, aufzdhlbar
L (L] L CX*} beliebige Sprache
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Grammatiken kdnnen kompliziert sein! J

Beispiel 1.26 (a"b"c")

Sei Gupe = ({S, Xl,XQ}, {a, b, C}, {Rl, 50 c ,R5}, S) eine
Grammatik mit

Ri= S — abe | aX;be
RQ = le — bX1

Rs = X — Xsbce

Ry = bX2 — ng

Rs = aXy — aalaaX;

m Ist diese Grammatik kontextsensitiv?
m Ist sie beschrankt?
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1.4 Probleme Uber Sprachen
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Oft interessiert uns die Frage, ob ein gegebenes
Wort in einer Sprache (definiert durch eine
Grammatik) enthalten ist. Oder ob zwei
Grammatiken dieselbe Sprache erzeugen.
Nattrlich interessiert dann auch, ob es einen
Algorithmus gibt, um solch ein Problem zu I6sen.
Das fuhrt uns dazu, eine vorlaufige, intuitive
Definition fiir die beiden Begriffe Problem und
Algorithmus zu geben.
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Definition 1.27 (Problem, Algorithmus)

Ein Problem P ist eine Frage, ob eine bestimmte
Eigenschaft auf gegebene Objekte zutrifft.

Die Objekte sind aus einer bekannten,
abzahlbaren Grundmenge. Ferner gilt fur jedes
Obijekt o: die Eigenschaft trifft auf o zu oder nicht.
Ein Algorithmus fir ein Problem P ist eine
Vorschrift (ein Programm), die zu beliebigem
Objekt o berechnet, ob die Eigenschaft fur o
zutrifft oder nicht.
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Beispiel 1.28 (Einige Probleme)

m Ob ein Wort aus einer Grammatik ableitbar ist
(Wortproblem), oder ob die zu einer
Grammatik gehorende Sprache leer (endlich,
unendlich) ist.

m Ob eine Zahl prim ist. Ob fur gegebenes n die
Gleichung a™ + b" = ¢" eine Lésung in den
naturlichen Zahlen hat.

m Ob ein Java-Programm auf eine Eingabe
terminiert (Halteproblem).
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1.5 Endlich, unendlich und dann?
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Wie charakterisiert man die Mdchtigkeit einer Menge?
m Abzdhlen der Elemente funktioniert gut bei endlichen
Mengen.
m Nur was machen wir mit N? oder R?

Definition 1.29 (Machtigkeit von Mengen, Kardinalitat)

Zwei nichtleere Mengen M sind N sind gleichmachtig
(haben die gleiche Kardinalitat), geschrieben |N| = ||,
wenn es eine bijektive Abbildung f : M — N gibt.

Eine Menge M ist mindestens so machtig wie eine Menge
N, geschrieben |N| < |M|, wenn es eine surjektive
Abbildung f : M — N gibt.

m Offensichtlich gilt auch mit dieser Definition:
{1,2,3}| < |{a,b,c,d}| und [{a, aa, aaa, aaaa}| < |N|
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Machtlgkelt von Mengen

Was niitzt uns die Funktion f?

m f systematisiert das Aufzdhlen der Elemente
(s. Satz: 1.30)

m f hilft, wenn Aufzdhlen nicht funktioniert.
m / hilft in Fdllen, wo |N| # | M| gezeigt werden muss.

Betrachten Sie die beiden Intervalle von reellen Zahlen [1, 4]
und [1, 100] graphisch in der Ebene. Konnen Sie eine
explizite Bijektion zwischen beiden Mengen angeben?

Obwohl eine Menge eine echte Teilmenge der anderen ist,
haben beide gleich viele Elementelll
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10 15 21 28 ‘

16 22 29
23 30
—9 13 18 24 31

20 26 33
27 34
35

Abbildung 5: Cantorsche Paarung fiir N2, ©[Hoffmann2011]

N x N| = |N]| Beweisidee: 7(z,y) = y+ 5
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Wie charakterisiert man eine endliche Menge?

Definition 1.31 (Endlich, unendlich)

Dedekind: Eine Menge heillt endlich, wenn sie
keiner ihrer echten Teilmengen
gleichmachtig ist.

Ny: Eine Menge heil}t endlich, wenn sie zu
einer naturlichen Zahl n gleichmachtig
ist.

Hierbei ist Ny wie folgt definiert:
0:=0, 1:={0}, ...n:={0,1,....,n—1},...
Eine Menge die nicht endlich ist, heiflt unendlich.
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m Man betrachte Funktionen
f : NQ — NQ

Welche sind, jedenfalls prinzipiell,
berechenbar?

m Welche sind schnell und effizient zu
berechnen?

m Was genau ist ein Algorithmus?

Wieviele Grammatiken (Algorithmen, Sprachen)
gibt es Uberhaupt?
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Mogliche Antworten:
Endlich viele.
Unendlich viele.
Soviele wie es naturliche Zahlen gibt.
Soviele wie es reelle Zahlen gibt.

Nicht klar fur Algorithmen, da dieser Begriff
nicht genau definiert wurde.
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>*: Sei ¥ endlich oder abzahlbar unendlich.
Dann ist X* abzahlbar unendlich. Jede
endliche Zeichenreihe kann als
naturliche Zahl reprasentiert werden
(Primfaktorzerlegung).

Algorithmen: Es gibt soviele Algorithmen wie
natirliche Zahlen.
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f Ny — {0,1}: Es gibt tiberabzahlbar (mehr als
abzahlbar) viele solche Funktionen.
Zu gegebenen fi,..., f,,... sei
_ _ 1, falls f,(n)=0;
C: Ny — No;n — { 0. sonst.

C'ist von allen f; verschieden!

Teilmengen von Nj: Es gibt iiberabzdhlbar viele,
denn man kann sie identifizieren mit
Funktionen f : Ny — {0, 1}.

Also kann nicht jede Sprache durch eine
Grammatik dargestellt werden.
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Hilbert’s Hotel: Hilbert’s Hotel hat abzahlbar
unendlich viele Zimmer. Alle sind
belegt.

+1: Konnen Sie noch einen weiteren Gast
unterbringen?

+N: Kénnen Sie auch abzdhlbar viele
zusatzliche Gaste unterbringen?

+N x N: Nun kommen abzdhlbar viele Busse
mit jeweils abzahlbar vielen Fahrgasten.
Wie bringen Sie diese unter?

https://www.youtube.com/watch?v=Uj3_KqkI9Zo
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Lemma 1.32

Fiir abzdhlbare Alphabete Y. ist ¥* abzdhlbar.

Beweis
Sei ¥ = {a1, as, as, ... } abzahlbar unendlich.

Dann ordnen wir jedem (endlichen!!) Wort
a;,a;,a;,a;, - - - € 2* die folgende Zahl zu

i1, iz gls . 7la, ..
Offenbar ist diese Abbildung injektiv (eindeutige

Darstellung einer Zahl in ihre Primfaktoren),
d.h. |2 <|N|. [
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Lemma 1.33

N ist abzdhlbar-.

Die Menge aller Teilmengen von N, bezeichnet
mit 2%, ist iberabzdhlbar (und ldsst sich nicht
auf N bijektiv abbilden).

Die Menge aller reellen Zahlen ist tiberabzdhlbar.

Die Menge aller Sprachen ist liberabzdhlbar.

Folgende Mengen sind abzdhlbar:

m Menge aller Grammatiken,

m Menge aller Algorithmen,

m Menge aller aus einem abzdhlbaren Alphabet
gebildeten endlichen Zeichenreihen.
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Satz 1.34 (Cantor, 1874: |R| > |N|)

[0,1] ={r: 0 <r <1,r € R} istiiberabzdhlbar.?

9Schon Euklid (ca. 300 B.C.) wuBte, daB nicht-rationale Zahlen existieren.
Lindemann zeigte dass w nicht algebraisch ist, aber erst Cantor zeigte, daf es echt
mehr reelle als natiirliche Zahlen gibt.

Beweis: (Cantor, 1877)
Diagonalisierung
Widerspruchsbeweis: Annahme: [0, 1] ist abzahlbar.

Dann gibt es eine bijektive Funktion f : N — [0, 1]. f bildet
jede nattirliche Zahl n eineindeutig auf eine reelle Zahl r in
[0,1] ab.

Wir zéhlen die Funktionswerte von f auf, beschranken uns
dabei aber auf die Nachkommastellen:

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 90



ndlich und dann?

1 Termin

1.5 Endlich, une

i TU Clausthal

~
N
N
0
—
s
@]
+-—
=
©
9
~—
2
(]
o0

0 2 9

3 45 4 6 1

1
1

0
2
3
2
0
2

=0,

f(0)
f(1)

2 587 9 9 2 40

=0,

2 4 3 8 3 3 2 8
4 4 5 45 2 0 35

1
3 6 5 7 6

4
1
1
1

=0,

f(2)

f(3)=0,
f(4)
f(5)

0 0 O

1

=0,

5586 59 2 40

-0,

7 4 8 4 3 6 8 5 3 3 5

f(6) = 0,
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Beweis: (Cantor, 1877)

Diagnonalisieren: Betrachte 74;,, = 0, dod1dadsduds . . .,
wobei die Ziffer d; € {0, ...,8} jeweils so gewdhlt wird, dal}
sie nicht mit der i + 1-ten Ziffer von f(i) Gbereinstimmt ¢:

f(0)=0, O
f(1) =0,
f(2) = 0,
f(3) = 0,
f(4) = 0,
f(5) = 0,
f(6) = 0,

N N O N W N

1

e . T N -

3

o U W h = N

A~ 00 BN O

5

w oo UL i A o

9Ein(!) magliches Beispiel in rot neben der Tabelle

Prof. Dr. Jiirgen Dix

4

AN O N A W N

6

0 L»Ln o L O O

1

L O = N W O

0

w N O O W N

2

w h O W N N

do =2
d; =2
d, =2
ds =3
ds=3
ds =3
de =4
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f(0)=0, O
f1)=0, 2
f(2)=0, 3
f3)=0, 2
f(4)=0, 0
f(5)=0, 2
f(6)=0, 7

1

A = m m N -

3

0 L W h~h = N

4

A O BN O

w 00 U i A 0 W

AN O N B W N B>

0 L & L © O O

L O = N W O =

w N O O wWw N O

w A O W N BN

1 Terminologie

1.5 Endlich, unendlich und dann?

Beweis: (Cantor, 1877)

do =2
k=9
dy =2
ds =3
de=3
ds =3
dg =4

Tdgiag = 0,dod;d2d3d4ds ... kommt nicht in dieser
Aufzdhlung nicht vor, formal: 4,4, # f(n) firallen € N,

aber es gilt rq;. € [0, 1]!

Dann ist f nicht surjektiv! Also |N| < |[0, 1]|.

Prof. Dr. Jiirgen Dix
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Anmerkung fiir genaue Beobachter:
Genau genommen, missen wir noch gewdbhrleisten, dal® die nicht eindeutige
Zahlendarstellung uns den Beweis nicht kaputt macht:

Problem: Reelle Zahlen mit abbrechender Dezimaldarstellung kénnen alternativ
als nichtabbrechende Dezimalzahl, die mit einer unendlichen Folge von Neunen
enden, geschrieben werden. z.B. 0.5 = 0.4999999. . ..

In dem Beweis argumentieren wir Uiber die Darstellung von r4;.4 und schlieRen,
daR - weil die Darstellung von 744 in der Auflistung fehlt - auch der Wert 7444
fehlt.

Also jetzt ganz genau: Wir machen unsere Liste der Funktionswerte von f
eindeutig: Dort wird jede reelle Zahl auf die “kiirzestmdégliche” Art
aufgeschrieben und fiir die Konstruktion der Zahl r4;., gegebenenfalls mit
Nullen verldngert. Das ist - ohne Beschrankung der Allgemeinheit - moglich.

Bei der Wahl der Ziffern fur r4;.4 verbieten wir die 9 als Ziffer zu wéahlen. Das ist -
dank des Dezimalsystems mit 10 verschiedenen Ziffern - immer moglich, und
garantiert, dal keine unendliche Neunerfolge entstehen kann, d.h. 74;44 ist
keine dieser “alternativen” Darstellungen (mit Neunerfolge) einer abbrechenden
Dezimalzahl.

Damit gilt endgiiltig: Wenn die Darstellung von rg;,4 in der Liste fehlt, dann
kommt der Wert r4;44 nicht als Funktionswert von f vor.
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Gleich nochmal:
Satz 1.35 (Cantor: |2Y| > | M])

Fiir jede nichtleere Menge M ist die Potenzmenge®
genannt 2™, mdichtiger als M.

9Die Potenzmenge von M ist die Menge aller Teilmengen von M. Sie kann auch als
die Menge aller charakteristischen Funktionen f : M — {0, 1} verstanden werden.

Beweis: (Cantor)

Annahme: Nehmen wir an, daB [2Y| = | M| fur eine Menge
M qilt.

Dann gibt es eine bijektive Funktion f : M — 2M. f bildet
jedes Element m € M eineindeutig auf eine Teilmenge
f(m) C M ab.
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Beweis: (Cantor)
Diagnonalisieren:

Nun gibt es sicher m, fur die m € f(m) gilt und solche, fur
die m ¢ f(m) gilt. Sei

Diag_Set={meM | m¢ f(m)} C M.

f war bijektiv, d.h. auch fur Diag_Set gibt es ein mg,g,
sodall f(maiqg) = Diag_Set gilt.
Es stellt sich die Frage: mg;,, € Diag_Set?

Maiag € Diag_Set = Maiag ¢ f(Maiag) = Maiag ¢ Diag_Set
Maiag ¢ Diag_Set = Maiag € f(Maiag) = Maiag € Diag_Set

Es gibt also kein bijektives f : M — 2M. Also [2M] > |M|. [

Konsequenz: Es gibt keine "maximale” Unendlichkeit.
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Diagonalisieren
(engl.: dovetailing - verzahnen)

Beschreibung eines Elements, das
m auf die Definition der Funktion f Bezug nimmt
m aber bei jedem Vergleichselement “auf der Diagonale”
abweicht.

Verzahnung von
m Referenz auf die Definition
m und Anwendung der Definition

= Selbstreferenz.
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Konsequenz:

Satz 1.36 (Existenz nichtberechenbarer Funktionen)

Es muss also Sprachen geben, die nicht mit einer Grammatik
erzeugt werden kénnen.

Es muss auch Probleme und Funktionen geben, fiir die es
keinen Algorithmus gibt, die also nicht berechenbar sind.

Die Beweise beruhen (nur) auf Kardinalitatsargumenten.
D.h. noch haben wir keine nichtberechenbare Funktion
"gesehen”, diirfen also noch hoffen, daB uns die
nichtberechenbaren Probleme auch nicht interessieren.
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2. Endliche Automaten (req)

Endliche Automaten (reg)
m DEAen (e.a.)
m NEAs (nd e.a.)
m Automaten mit e-Kanten (¢ nd. e.a.)
m rational =Typ 3
m Pumping Lemma
m Wortprobleme
m Rational = Regular
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Inhalt (1)

In diesem Kapitel fiihren wir den endlichen
Automaten ein: ein vereinfachtes Modell eines
Computers. Wir zeigen,

1. dal} die von endlichen Automaten erkannten
Sprachen genau die vom Grammatik-Typ 3
(rechtslinear) sind;

2. daBl deterministische und indeterminierte
endliche Automaten dquivalent sind;
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3. ein Kriterium, das Pumping Lemma, das es
erlaubt, eine Sprache als nicht rational
nachzuweisen;

4. daB es Algorithmen gibt, um Probleme tber
endlichen Automaten, bzw. Typ 3 Sprachen zu
|6sen;

5. dal Typ 3 Sprachen genau die sind, die durch
reguldre Ausdriicke beschrieben werden
kdnnen.
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2.1 DEAen (e.a.)
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m Die Sprache L = {aa}{ab}*{c} ist reqular und
wird erzeugt von der Grammatik

G = ({5, A},{a,b,c},R,9),
wobei R aus folgenden Regeln besteht:

S — aaA
A—abA|c
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m Auch die Sprache aller durch 3 teilbaren
Dezimalzahlen ist regular. Eine erzeugende
Grammatik ist
G = ({S, S(), Sl, SQ}, {0, ceey 9}, R, S) mit der
folgenden Regelmenge R:

SO—>OSO|350’650|950|151|4Sl|751|282|552|852|€
Sl—>051|351|651|951 | 152|452|752|250|5SU|8S[)
SQ—>OSQ|SSQ|6SQ|952 | 150|4SO|7SQ|251|551|851

Ohne das ¢ in der zweiten Regel ware nur die “0” als
Terminalwort herleitbar. In der ersten Zeile kdnnte man
auch 05 schreiben (an der letzten Stelle).

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 104



| ~ 2 Endliche Automaten (rec
@Ku [ U (/l a LlSthal ‘ AZLN‘ DEA‘en (iix%

a; | a | a3 | a4 | as a,

Lesekopf

Zoustandsrauwm

initialer
Zustand

finaler Zustand
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Ein endlicher Automat:
m Gegeben w € ¥*, ein endlicher Automat testet, ob w € L

ilt.
n SF?in endlicher Automat hat:
= einen Lesekopf, um w zu lesen. Den kann er nur
von links nach rechts bewegen.
m einen intfernen Zustand, mit endlich vielen Werten

m Erfangt an in einem initialen Zustand.

m Bei jedem Buchstaben, den er liest, dndert er seinen
Zustand.

m Wenn er am Ende von w in einem finalen Zustand ist,
sagt er “ja”. Das heil’t, er akzeptiert w: w istin L.
Sonst sagt er “nein”.

m Er stoppt auf jeden Fall nach |w| Schritten.
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Darstellung als Graph:
m ein Knoten fur jeden mdglichen Zustand,

m Kanten sind mit Buchstaben beschriftet: Sie
beschreiben Zustandsanderungen.

m Initiale Zustande werden mit einem Pfeil
gekennzeichnet,

m finale Zustande mit einem doppelten Kreis.
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Bemerkung zur Definition des endlichen

Automaten

In einem ea ist § eine totale Funktion von K x ¥ — K, also
ist fir jedes Paar aus Zustand und Symbol, ein
Nachfolgezustand definiert.

Wenn § eine beliebige, d.h. maglicherweise partielle
Funktion von K x ¥ — K ist, dann kann es Paare (¢, a)
geben, fir die kein Nachfolger definiert ist, also 6(¢,a) = L
(undefiniert). Wir setzen §*(L,a) = L furallea € X.

Wenn man beim Lesen eines Wortes w in einen Zustand
kommt, in dem kein Nachfolgezustand fur den aktuellen
Buchstaben a definiert ist, also der Fall §(¢,a) = L, dann
kann das Wort nicht zu Ende gelesen werden, und die
Verarbeitung im Endzustand enden, also w ¢ L(A). Solche
Automaten behandeln wir spater: indeterminierte
ea’en.
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Definition 2.1 (Endlicher Automat)

Ein endlicher Automat (e.a. oder auch DEA) (finite
automaton) ist ein Tupel A = (K, X, 0, 5o, F'). Dabei ist
m K eine endliche Menge von Zustanden,

m X ein endliches Alphabet (aus dessen Buchstaben die
Eingabeworter bestehen kénnen),

mJ: K x ¥ — K die (totale) Ubergangsfunktion,
B sy € K der Startzustand, und
m F C K die Menge der finalen Zustdnde.
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2.1 DEAen (e.a.)

d(q,a) = ¢’ bedeutet:
m Der Automat ist im Zustand g,
m liest ein ¢ und
m gehtin den Zustand ¢’ Uber.

Wir erweitern ¢ zu 6*:
0F : K x ¥* — K ist strukturell rekursiv tiber X* definiert:

6*(g,e) = ¢
0 (q,wa) = §(6"(q,w),a)

Wenn klar ist, was gemeint ist, wird §* auch einfach als ¢
geschrieben.
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Beispiel 2.2

Die Sprache {a*" | n € Ny} Uber dem Alphabet
{a, b} wird akzeptiert von dem endlichen
Automaten A = ({so, s1, s2}, {a, b}, 9, so, {so}) mit

d(s0,a) = $1 d(s1,a) = s d(s92,a) = s9
5(80, b) = 59 5(81,6) = 59 5(52,b) = 89
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23
°3

Ein Beispiel fur §*:
0*(s0, aab) =
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Clausthal Universit

Abbildung 6: Eine Variante des Automaten aus Beispiel 2.2 mit gleicher Sprache,
aber kleinerem Alphabet
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Definition 2.3 (Von einem e.a. akzeptierte Sprache)

L(A), die von einem Automaten A akzeptierte
Sprache, ist definiert als

L(A) :={w € X* | 6*(sp,w) € F}.

Die Menge der von endlichen Automaten
akzeptierten Sprachen ist

RAT := {L | es gibt endlichen Automaten A, mit L = L(A)}
und heillt die Menge der rationalen Sprachen.

Wir zeigen bald, daR dies genau die Menge der durch rechtslineare
Grammatiken dargestellten Sprachen ist. Am Ende dieses Kapitels zeigen
wir:
m RAT besteht genau aus den reguldren Sprachen, also aus den durch
reguldre Ausdriicke dargestellten Sprachen.
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A”: >

\_a/

Abbildung 7: A" akzeptiert Worter, die eine gerade Anzahl von “a”s haben
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Beispiel 2.4

Der Automat A” in Abb. 7 akzeptiert

L(A") ={w € {a,b}* | In: #,(w) = 2n}. Dabei ist
#.(w) die Anzahl der “a”s in w.

Zum Beispiel wirde A” das Wort bbaabaab wie
folgt akzeptieren:

b b a a b a a b
S —> So —» So —»S1— So —> So —=2»S1—=> So —> S0
eF eEF eF eF eEF eF eF
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Beispiel 2.5
L = {w € {0, 1}* | w enthdlt genau zwei Einsen }
wird akzeptiert von dem endlichen Automaten in

A >;@;

Po

01

Abbildung 8: Dieser Automat akzeptiert Worter, mit genau 2 Einsen
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Beispiel 2.6

Der endliche Automat in Abb. 9 akzeptiert die Sprache aller
durch 3 teilbaren Dezimalzahlen.

0,36,9 0,3,6,9

Abbildung 9: Ein endlicher Automat furr die durch 3 teilbaren Dezimalzahlen
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2.2 NEAs (nd e.a.)
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Determinierte endliche Automaten:

m in Zustand ¢ bei Eingabe a ein einziger
Nachfolgezustand

m festgelegt durch Ubergangsfunktion 6.
Indeterminierter endlicher Automat:

m in Zustand ¢ bei Eingabe a evtl. mehrere
Nachfolgezustdnde — oder gar keiner.

m Ubergangsrelation A.

Prof. Dr. Jiirgen Dix
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Definition 2.7 (Indeterminierter endlicher Automat)
Ein indeterminierter endlicher Automat (nd e.a.)
Aistein Tupel A = (K, X, A, I, F). Dabei ist

m K eine endliche Menge von Zustanden,

m X ein endliches Alphabet,

m A C (K x X) x K eine Ubergangsrelation,

m [ C K eine Menge von Startzustanden und

m [’ C K eine Menge von finalen Zustanden.
A* C (K x ¥*) x K ist definiert wie folgt:

(g,6) A ¢ gdw ¢ =g

(¢ywa) A* ¢ gdw 3¢" € K ((¢,w) A* ¢ und

(¢",a) A q)
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Schreibweisen:

m statt (¢, w) A* ¢ auch ((q,w),q') € A* oder
q € A*(q,w).

m A* wird auch als A abgekurzt, wenn es im
Kontext nicht zu Verwechslungen fuhrt.
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Wann akzeptiert ein indeterminierter Automat ein
Wort?
Ein nd e.a. A akzeptiert ein Wort w, wenn

m es mindestens einen Weg mit der
Beschriftung w durch A gibt,

m der in einem finalen Zustand endet.
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Definition 2.8 (Von nd e.a. akzeptierte Sprache)
Die von einem indeterminierten endlichen

Automaten A akzeptierte Sprache ist
LA) ={weXf|dspel dgeF (so,w)A*q}

Ein nd e.a. kann ligen: er kann ein Wort nicht
akzeptieren (also “nein” sagen), obwohl es einen
anderen Weg gibt, der es akzeptiert. Wenn er
allerdings “ja” sagt, dann lugt er nicht.
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Wie kann man sich Indeterminismus vorstellen? J

m Determinierte endliche Automaten:
Algorithmus fiir das Wortproblem ablesbar.

m Indeterminierte endliche Automaten:

Alg.= Automat plus Suchstrategie.

m Um zu prifen, ob ein Wort w akzeptiert wird,
mussen alle Wege mit Beschriftung w durch
den Automaten getestet werden.

m Der ganze Suchbaum muss durchlaufen
werden.
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m Zwei Sichtweisen auf indet. Automaten:

m Der Automat durchlauft alle Wege parallel.
m Der Automat rat, welchen von mehreren méglichen Folgezustdnden
er wahlt.

Automat A = ({sg, 51, 52}, {a, b}, A, s, {so}) mit
A(So, CL) = {81}

A(Sl,b) = {80,82}
A(sy,a) = {so}
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Darstellung als Graph:

w (%) (+)

Abbildung 10: Ein indeterminierter Automat
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2
A >®$QL@L@
N S

b a b

PZEEAN
Abbildung 11: Ein deterministischer Automat fur L = {ab, aba}*
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Abbildung 12: Ein indeterminierter Automat fur L = {ab, aba}*

Die Sprache L = {ab, aba}* wird

E von dem deterministischen Automaten A aus Abb. 11
und

® von dem indeterminierten Automaten A’ aus Abb. 12
akzeptiert.
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L = {a,b}{a}{a, b}
ist die Sprache aller Worter tber {a, b}, deren
zweitletzter Buchstabe ein a ist.

A > al |b @

Abbildung 13: Ein deterministischer Automat fir L = {a, b}*{a}{a, b}
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2 Endliche Automaten (reg)

@Hf* [U Lla LlSthﬁl 2.2 NEAs (nd e.a.)

Idee:

m im Zustand jeweils die letzten zwei Buchstaben merken

m wichtig: war der vorletzte Buchstabe ein “a”?

m endlich viele Zustande:
Die Anzahl der Buchstaben “im Speicher” steht fest—es
sind immer héchstens 2.
Deshalb kann ein endlicher Automat die Sprache L
akzeptieren.

ab

N
» 020

Abbildung 14: Ein indeterminierter Automat fur L = {a,b}"{a}{a, b}
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2 Endliche Automaten (reg)

@Hf* [U Lla usthal 2.2 NEAs (nd e.a.)

GroRenvergleich: Sprache tber {a,b} der Worter,
deren n-t-letzter Buchstabe ein “a” ist:

m deterministischer Automat: 2™ Zustande,
einen fur jede Buchstabenkombination der
Lange n

m indeterminierter Automat: n + 1 Zustande

Ausfuhrliche Darstellung an der Tafel.
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hd TU Clausthal ndliche Automaten (e9)
Ein indeterminierter endlicher Automat heildt. ..

deterministisch gdw Va € ¥ Vg € K |A(q,a)| <1
vollstandig gdw Va € X Vg € K |A(g,a)| > 1

Lemma 2.9

Ein endlicher Automat (e.a.) ist ein vollstdndiger
und deterministischer indeterminierter endlicher
Automat (nd. e.a.).

Oft sagt man auch nichtdeterministischer
Automat. Damit ist aber nicht gemeint, dal} der
Automat auf jeden Fall nicht deterministisch ist: es
wird nur nicht gefordert, dal} er deterministisch
sein muss.
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b7 2 Endliche Automatet
.TU Clausthal b Nene (o
Clausthal University of Technolog

Theorem 2.10 (ea gleich machtig wie nd ea)

Eine Sprache ist rational (wird von einem ea akzeptiert)
gdw sie von einem indeterminierten ea akzeptiert wird.

n_n
m Sei L eine rationale Sprache.
m Dann gibt es laut Definition einen endlichen Automaten
A mit L = L(A).
m Jeder endliche Automat ist aber schon ein (vollstandiger

und deterministischer) indeterminierter endlicher
Automat.
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4 4

=

m Sei A = (K,X, A, I, F) ein indeterminierter endlicher
Automat, der die Sprache L(A) akzeptiert.

m Dann kann man aus A einen deterministischen
Automaten A’ konstruieren mit L(A) = L(A’) mit Hilfe
einer Potenzmengenkonstruktion:

In A kann es zu einem Zustand ¢ und einem gelesenen
Zeichen a mehrere mogliche Folgezustande geben, die
alle quasi parallel beschritten werden.

m Wir konstruieren einen Zustand von A’ als eine Menge
von Zustanden von A:

m Gelangt man mit einem Eingabewort w in A indeterminiert in einen
der Zustande ¢ bis ¢y,
® so gelangt man mit w in A’ in einen Zustand ¢’ = {q1,...,qn}-

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS
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Zunichst ein konkretes Beispiel:
Laabjaba = {w € {a,b}* | w hat aab oder aba als Teilwort }
wird akzeptiert von folgendem nd. e.a.:

>\®/a Oan® N/
F@/a Oan® a\/

Abbildung 15: Indeterminierter endlicher Automat fir L,qp/q5q

Prof. Drmjimerenii
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austhal 2.2 NEAs (nd e.a.)
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1 ~ 2 Endliche Automaten (re
@Ku [U ClaLlStllal Z.ZL!\E/\S (ndtdg

Neuer Startzustand: Menge der alten Startzustande, also
{1,5}.
Nachster Schritt: Ubergang von {1,5} mit a.
A(l,a) ={1,2}
A(5,a) ={5,6}
Also, neuer Zustand {1,2, 5,6} mit

oa({1,5},a) ={1,2,5,6}
Néachster Schritt: Ubergang von {1,5} mit b.

A(L,b) = {1}
A(5,5) = {5}
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el TU Clausthal enc )
Fur den Eingabebuchstaben b bleibt A’ also im
Startzustand.

Nachster Schritt: Ubergang von {1,2,5,6} mit a.
A(l,a) ={1,2}

A(2,a) ={3}
A(5,a) ={5,6}
A(6,a) =10

Also, neuer Zustand {1, 2, 3, 5,6} mit
o ({1,2,5,6},a) = {1,2,3,5,6}

Finale Zustande von A’ sind die, die mindestens einen
finalen Zustand von A enthalten.
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mw "’l‘u S,j laLlSlhal 2.2 NEAs (nd e.a.)

Damit gilt:
m Wenn man mit dem Eingabewort w in einen Zustand
von A’ kommt, der einen finalen Zustand von A enthalt,

m dann gibt es in A eine Rechnung, so dall mit w ein
finaler Zustand erreicht wird.

m Damitist w € L(A) nach der Definition der Sprache
eines indeterminierten endlichen Automaten.
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W - 2 Endliche Automaten (reg)
- [U (J‘laus‘thal O NEAs (nd e.2)

Fir den nd e.a. aus dem Beispiel ergibt sich im Endeffekt:

b |

Abbildung 16: Determinierter endlicher Automat fir L,qp/aba

Diesen Automaten kann man noch vereinfachen.

v
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2 Endliche Automaten (reg)

@Hf* [U Lla LlSthﬁl 2.2 NEAs (nd e.a.)

Wenn A’ einen Zustand {qi, ..., g,} hat, so daB es fur a
keinen Ubergang in A gibt, fur keinen der Zusténde ¢, - ¢,:

m Das Eingabewort wird von hier aus auf keinen Fall mehr
akzeptiert.

m A’ enthalt dann einen Zustand (), einen Abseitszustand.

m Alle Ubergédnge von dort fiihren wieder in den Zustand
() zurick.
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austhal 2 Endliche Automaten (req)
d d

2.2NEAs (nd e.a.)

Konstruktion des deterministischen endlichen Automaten
A’ formal:
m Sei A = (K,X, A I, F) ein indeterminierter endlicher
Automat, der L(A) akzeptiert.

m Dann gibt es einen deterministischen endlichen
Automaten A’ mit L(A) = L(A’) ist.

m Die Ubergangsfunktlon von A’ ist Abbildung
A 2K x5 — 2K mit A(M, a) := Uyerr A(g; @)

A* sei als Erweiterung von A auf mehrere Schritte
definiert gemal der allgemeinen Definition von ¢*.
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austhal e ks (e 39
Hilfsiiberlegung: Es ist A* (M, w) = Ugers A%(q, w). Das
beweisen wir durch Induktion Gber die Lange von w:
Induktionsanfang: A*(M.c) =M = | {¢} = U A*(¢.¢)

qeEM qeEM
Induktionsschritt:
A*(M, wa)
= AA*(M,w),a) allg. Def. von A* aus 2.1
= Upearrw) A0 a) Definition von A
= U u A A(p,a) Ind.-Vor. fur A(M, w)

PE enr A*(gw)
= {¢'|3ge M3Ipe A*(qw)q € Alp,a)}

= {r|3d¢ge Mr e A*(q,wa)} allg. Def. von A* aus 2.1
= UqEM A*(Q7wa’)
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@Hf* [U Lla LlSthﬁl 2.2 NEAs (nd e.a.)

Seinun A’ = (K', %,0, s;, F') mit
m K =2K § :=A,
ms,:=I,und F/:={M CK|MnF #(}.
Dann gilt: w € L(A")
gdw (0")*(sg,w) € F' (Definition der Sprache eines
Automaten)
gdw A*(I,w) € F' (Definition von ¢ und da s}, = I)
gdw A*(I,w)N F # 0 (Definition von F”)
@ Uger A%(g, w) N F # 0 (nach Hilfsuberlegung)
gdw Jgel3q € F (¢ € A*(q,w))
gdw w e L(A)
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iy 2 Endliche Automaten (reg)
£TU Clausthal 2.3 Automaten mit e-Kanten (= nd. e.0)

Clausthal University of Technology

2.3 Automaten mit e-Kanten (e nd.
e.a.)
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@Kw T ~ 2 Endliche Automaten (reg)
[] [ U Lla LlSt llal 2.3 Automaten mit -Kanten (e nd. e.a.)
Clausthal Univers n

m bisher: Kanten eines Automaten waren jeweils
mit einem Buchstaben beschriftet
m jetzt: Kanten, die mit einem Wort
beschriftet sind.
m Es darf auch das leere Wort ¢ sein!
m Ein Automat mit =-Kanten:
= kann in einem Schritt ein ganzes Wort verarbeiten,

= kann einen Zustandsiuibergang machen, ohne dabei
einen Eingabebuchstaben zu lesen.
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Definition 2.11 (Automat mit e-Kanten)

Ein Automat mit e-Kanten (e-nd e.a., oder kurz NEA) A ist
ein Tupel A = (K, X, A, I, F). Dabei ist

m K eine endliche Menge von Zustdanden,

m X ein endliches Alphabet,

m A eine endliche Teilmenge von (K x ¥*) x K,

m [/ C K die Menge von Startzustanden, und

m [’ C K die Menge der finalen Zustéande
Wir erweitern A zu A* C (K x ¥*) x K) wie folgt:

(,6) A* ¢ =vaey ¢ =qoder((g,€),¢) €A

(¢, wiwe) A*q =4y 3" € K (((q, wi),q ) (AUA )

und ((¢",w2), ¢') € (AUAY))
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@[W 2 Endliche Automaten (reg)
[] TU ClaUSthal 2.3 Automaten mit -Kanten (e nd. e.a.)
Clausthal University of Technolog;

Wie verarbeitet ein s-nd e.a. ein Wort w € X*?

m In einem Schritt von A oder
®m in mehreren Schritten von A*.

Statt A* schreibt man auch kurz A. J
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[] TU ClaU.Sthal 2.3 Automaten mit -Kanten (e nd. e.a.)
Clausthal University of Technology

Definition 2.12 (e-nd e.a. akzeptierte Sprache)
Die von eineme-nde.a. A = (K, X, A, I, F)
akzeptierte Sprache ist

L(A) == {w e X |3sg € [ Ig € F ((s0,w) A" ¢)}
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[] TU ClaUSthal 2.3 Automaten mit -Kanten (e nd. e.a.)
Clausthal University of Technolog;

/b\
‘°’ /@% &

aba

a

Abbildung 17: Ein Automat mit e—Kanten fiir

{aba}*{b}{b}" + {aba}"{a} + {ba}
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2.3 Automaten mit -Kanten (e nd. e.a.)
Noch ein Beispiel:

L = {abc}*{b}* + {abc}*{bab}{b}*

Theorem 2.13 (e-nd e.a. gleich médchtig wie nd e.a.)

Zu jedem e-nd e.a. A existiert ein nd e.a. A’ mit L(A) = L(A").

Beweis.

Idee: Ersetze Ubergidnge aus A:
® nur mit einem Buchstaben markiert: beibehalten

= mit n Buchstaben markiert: ersetzen durch n Ubergdnge
mit einem Buchstaben

m =-Ubergiange: Wenn in A gilt: (¢,a) A ¢’ und (¢,¢) A ¢”,
dann ersetze (¢',¢) A ¢” durch (¢,a) A ¢".

[l
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! TU Cl

A’ enthalte also die Zustande von A und

m fur jeden Ubergang (qi,a) Ax g2 mita € ¥ den
Ubergang (qi,a) Axr qo,

m fiir jeden Ubergang (q1, w) A o fur Worter w = a; .. . ay,
einer Lange n > 2 (wobei a; € ¥ gilt fir 1 < <n) neue
Zustande p,. 1y, - - -, P(w,n—1) Und die Ubergange

(qi,a1) A P(w,1)
(p(wvi), aiy1) Ap D(w,i+1) furalle: <n—1
(p(w,n—l)a an) Aa @

m fUr jeden Ubergang (qi,¢) A% g2 im alten und jeden
Ubergang (qo, @) Aar ¢; im neuen Automaten auch den
Ubergang (qo. @) Anr ga.

Es sei Far := FA und
Iy =1 U {q € Ka | ds € I ((8,6) A; q)}

2 Endliche Automaten (r

e.a.)
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Clausthal University of Technolog;

/b\
‘°’ /@% ®

aba

a

Abbildung 18: Ein Automat mit e—Kanten fiir

{aba}*{b}{b}" + {aba}"{a} + {ba}
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f 2 Endliche Automaten (reg)
e TU Clausthal s Ao ErEE Automaten ()
g ‘ .

Abbildung 19: Ein indeterminierter Automat, der die gleiche Sprache akzeptiert
wie der aus Abb. 18
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Clausthal University of Technology

2.4 rational =Typ 3
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W W 2 Endliche A E
% TU Clausthal P vatonal = Typ 3

Theorem 2.14 ( Satz von Kleene: RAT = L)

Eine Sprache L ist rational gdw L € L.

Beweis

"=" Zu zeigen: Wenn eine Sprache L von einem
endlichen Automaten A akzeptiert wird,
kann sie durch eine rechtslineare Grammatik
dargestellt werden.

m Seialso L = L(A),
m A sei ein endlicher Automat mit A = (K, X, 0, s¢, F).

m Dazu konstruieren wir eine Grammatik G = (V, T, R, S):

Automat A: in Zustand g, liest a, geht in Zustand ¢’
Grammatik: Endvariable g, erzeugta neue Endvariable ¢’
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! TU Clausthal e ratonal =Ty 3
V=K,
T:=X,

S :=sp, und
q— aq € Rfalls 6(¢q,a) = ¢,
q—cec€ Rfallsge F

Mit Induktion Gber die Lange eines Wortes w kann man nun
zeigen, dal qilt: S =" wq gdw 0*(sp,w) = q.

Daraus wiederum folgt

S=7w gdw dgeF S:>*qu:>w)
gdw g € F (0(s0,w) = q)
gdw w € L(A)
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@Ku TU Clausthal 2 Endliche Automaten (reg)

<" Zu zeigen: Wenn eine Sprache L durch eine
rechtslineare Grammatik dargestellt werden
kann, dann gibt es einen endlichen
Automaten, der sie akzeptiert.

m Sei G = (V,T, R, S) eine rechtslineare Grammatik mit
L= L(G).

m Wir konstruieren zu G einen e-nd e.a. A mit L = L(A).

mSei A= (KX A IF)mit

K V U {QStOp}

= {5}
Y o=
F {QStOp}
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! U Clausthal e ratonal =Ty

Dabei sei ¢4, Neu, d.h. gy, € V.

Far A definieren wir
(X,u) A X' =gy X 2 uX' €R
<X7 u) A Qstop ‘~—def X—>ueR
mit X, X’ € K und u € ¥*.
Damit gilt:
(S =% w) gdw ((S,w) A* guep) gdw (w € L(A)).
Dal dies so ist, kann man durch Induktion Gber die Lange
einer Ableitung in GG zeigen. O
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2 Endliche Automaten (reg)
ITU ClaUSthal 2.4 rational = Typ 3
Clausthal University of Technolog

Beispiel 2.15

Die Grammatik mit den Regeln S — abasS | aabS | ¢
wird zu diesem Automaten mit e-Kanten:
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2.5 Pumping Lemma
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ITU (JlaUSthal 2.5 Pumping Lemma
Clausthal University of Technolog

Wie kann man feststellen, ob eine Sprache regular ist?

m Rationale Sprachen sind die, die man mit regulédren
Ausdriicken beschreiben kann (Beweis spater).

m Wie kann dann eine rationale Sprache mit unendlich
vielen Wartern aufgebaut sein? Es gibt nur einen
Operator, um mit einem reguldren Ausdruck unendlich
viele Worter zu beschreiben: den Kleene-Stern. Also
miissen sich in den Wartern einer unendlichen
reguldren Sprache bestimmte Buchstabenketten
beliebig of t wiederholen.
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l [ U (JlaLlSthal 2.5 Pumping Lemma

m Genauso: Wie kann ein endlicher Automat eine
unendliche Sprache akzeptieren?

m Er hat nur endlich viele Zustande. Also muss
er Schleifen enthalten.

Ziel: Zeigen, daB manche Sprachen nicht
reguldr sind.

m Wenn eine Sprache nicht das einfache Schema
von regularen Zeichen-Wiederholungen hat,

m dann kann kein endlicher Automat sie
akzeptieren.

m Also ist die Sprache nicht regular.
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Clausthal University of Technolog;

2.5 Pumping Lemma

Theorem 2.16 (Pumping-Lemma fiir L3;-Sprachen)

Sei L € RAT. Dann existiert ein ne N, so daB gilt:
Fur alle z € L mit |z| > n existieren u, v, w € ¥*
mit

Bz = ww,
ml<|v| <n,und
muwo™w € L furalle m € N,.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 164



W ~ 2 Endliche Automaten (reg)
l [ U ClaLlStllal 2.5 Pumping Lemma

m In einer reguldaren Sprache L

m gibt es zu jedem Wort x in L ab einer
bestimmten Lange n neue Worter uv‘w die
auch wieder in der Sprache liegen,

m dabei ist v ein Mittelteil des Wortes =.

<

-O———O——0

Abbildung 20: Ein Automat, der erst u liest, dann beliebig oft v und dann w
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2.5 Pumping Lemma

Beweis

Sei L eine regulare Sprache.

1. Fall: LL ist endlich. Sei w,,,, das langste Wort in
L. Dann setzen wir n, die Konstante aus
dem Satz, auf n = |w,,q,| + 1. Dann gibt
es keine Worter x € L, fur die |z| > n gilt
und fur die die Bedingungen des
Pumping-Lemmas erfillt sein muRten.
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@Kl* ,’[‘U Claust}]al 2.5 Pumping Lemma

2. Fall: L ist unendlich. Dann gilt:

m in L: beliebig lange Worter

m erkennender Automat: nur endlich
viele Zustande.

m Wort langer als Anzahl der Zustande:
Dann muss der Automat mindestens
einen Zustand ¢ mehrmals
durchlaufen.

m Die Schleife, die bei ¢ beginnt und
endet, kann der Automat beliebig oft
durchlaufen.
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ITU ClaLlSthal 2.5 Pumping Lemma
Clausthal University of Technolog

Wir wahlen folgende Werte:
m Sei L=L(A)und A = (K, %, 9, so, F) ein endlicher
Automat.
m Fir die Konstante n: Wir wéahlen n := | K| + 1.
m Wir betrachten ein beliebiges Wort x € L mit

|z| =t > n,

T = T1Xg...T¢

far x; € .
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.'l'U Clausthal 2.5 Pumping Lemma

m Seien qo, q1, ..., q € K die Zustande, die beim
Akzeptieren von z durchlaufen werden, mit

do = S0, ¢ S F7 Und
0(qi, Tip1) = qiy1 VO i<t —1

Damit gilt: Da ¢t > |K| + 1 ist, gibt es zwei Werte ; und
j€{0,...,t},sodal i # jund ¢, = ¢;.

Falls |j —i| > | K| + 1 ist, ist das gleiche Argument
wiederum anwendbar, und es gibt zwei weitere, naher
beieinander liegende Zustande ¢/, ¢; im Intervall zwischen
q; und q;j mit Qi = qjr-

Also finden wir Werte 4,5 € {0,...,t} mit0 < j—i < |K|+1
und q; = q;-
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Clausthal University of Technolog

Xi+1...X

> @)
XX X. .. X

i i+1 t

Abbildung 21: Akzeptanz eines pumpbaren Wortes = durch einen Automaten
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mw r"l‘U (,j l aus t h a l 2.5 Pumping Lemma

Wir wahlen nun
U:=x1...%;

V=T ... px=uvw mitl < |v| < n.
W =Tjqy1...T¢

Damit haben wir das gewtinschte Ergebnis:

m Fur alle m > 0 gibt es Wege von ¢ zu ¢; mit
Beschriftung uv™, und somit Wege von ¢, nach ¢ mit
Beschriftung uv™w.

m Also gilt Vvm € Ny, da uv™w € L.
m Wegen j —i < |K|+ 1 =nistauBerdem |v| < n. O

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 171



2 Endliche Automaten (reg)

@Ku [U (JlaUSthal 2.5 Pumping Lemma
Aus A = B folgt nicht B = A!

Das Pumping-Lemma ist nur eine Implikation:

Vorsicht: Es gibt Sprachen, die
m nicht rational sind,

m aber fur die die Aussage des Ls-Pumping-
Lemmas gilt.

Also kann man nicht schliessen: Wenn fir eine Sprache die
Aussage des L3-Pumping-Lemmas gilt, ist sie rational.
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mu TU ClaU.Sthal 2.5 Pumping Lemma
Aber es gllt Aus A = B folgt -B = —Al

Wenn fiir eine Sprache die Aussa-
ge des Ls-Pumping-Lemmas nicht
gilt, dann ist die Sprache nicht reqgu-

lar.
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Wie zeigt man mit dem Pumping-Lemma, daf
eine Sprache nicht reguldr ist?

Man zeigt, dal} es fiir jedes n € N ein Wort
der Sprache gibt, das wenn man es entspre-
chend dem Pumping-Lemma aufpumpt, Wor-
ter hervorbringt, die nicht zu der Sprache
geharen.
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Beispiel 2.17 (Anwendung Pumping-Lemma)
Folgende Sprachen sind nicht rational

Ly := {a'ba’ | i € Ny}
Lo :={a” | pist Primzahl}
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Clausthal University of Technolog

(1) Ly := {a'ba’ | i € N}.

Es gibt beliebig lange Worter in L;. Angenommen, L, ist
rational. Dann existiert eine Zahl n mit den Eigenschaften
des Pumping-Lemmas.

Betrachte das Wort a"ba™ € L. Nach dem Pumping-Lemma
existieren Teilworter u, v, w mit a"ba™ = uvw, so dalk die
restlichen Aussagen des Pumping-Lemmas gelten.

Die Frage ist nun, wie “liegt" das Teilwort v in a"ba"?
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Es gibt 3 Moglichkeiten, wie sich a"ba™ auf die Teilworter
u, v, w verteilen kann:

Bu=d, v=ad,w=aba"” miti,k>0,5>0und
k+j+1i=n.
Wenn wir nun v einmal aufpumpen, erhalten wir
ww = aba¥a’ba™ = a2+ pa" = a"ba" & Ly, ein

Widerspruch.

u=a"ba',v = a/,w = a* fuhrt analog zu 1. zum
Widerspruch.

u=a"v=aba,w=a mitk+j=i+1=nund
1,7,k 1> 0

Pumpen wir nun wieder v einmal auf.
w?w = afa’ba’a’balal = a*+tIbatIba’t! ¢ L, schon
wegen der zwei “b” ein Widerspruch.

Also ist L; nicht rational.
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Beweisschema zur Anwendung des PL’s

Behauptung: L ist nicht rational.
m Beweis durch Widerspruch: Annahme: L ist rational.
m Fur rationale Sprachen, also auch L, gilt das PL.
m Es gibt also einn € N, sodald . ..
// ...die Details des Pumping Lemmas gelten.

m Nun suchen wir ein "kritisches" Wort = € L, d.h.
B |z| > n, d.h. z ist “lang genug” zum Pumpen
m egal (=Fallunterscheidung) wie die Zerlegung x = uvw auch zu liegen
kommt, wir geben fiir jeden Fall ein béses m an, sodaB uv™w ¢ L.
m Also gilt fiir L das Ls-Pumping-Lemma nicht: ein
Widerspruch?

v

3Der kreative Teil des Beweises ist das kritische Wort in Abhdngigkeit von n
anzugeben und die Fallunterscheidung sauber durchzufiihren., der Rest istimmer gleich!
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2.5 Pumping Lemma

Theorem 2.18 (Erweitertes Pumping-Lemma fiir L3)
Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so daB fiir
alle Worter x = abe € L mit |z| > n und |b| = n gilt

m b= uvw,

m v >1,

m firallei € Ny : auv'we € L.
Anschaulich bedeutet dies, dal} der zu pumpende
Teil v des Wortes x beliebig gewdhlt werden kann

(solange er in einem Teilwort einer gewissen
Lange vorkommt).
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Clausthal University of Technology

2.6 Wortprobleme
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Kann man bestimmen,

m ob eine gegebene rechtslineare Grammatik
leer ist?

m ob zwei rechtslineare Grammatiken
dquivalent sind?

m ob ein Wort w in L(G) enthalten ist?
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@Kﬂ TU Clausthal 2 Endliche Automaten (reg)

Definition 2.19 (erreichbar, co-erreichbar, trim)

Sei A = (K,X, A, I, F) ein indeterminierter endlicher
Automat. Ein Zustand ¢ € K heil3t

m erreichbar <=4 3s € I Jw € ¥* (s, w)A*q.
(Es gibt ein Wort, mit dem ¢ vom Startzustand aus
erreicht wird.)

m co-erreichbar <=4y Jw € T* 3f € F (¢q,w) A*f.
(Es gibt ein Wort, mit dem von ¢ aus ein finaler Zustand
erreicht wird.)

B frim <=4 q ist erreichbar und co-erreichbar.
Analog heiBt der Automat A erreichbar, falls alle ¢ € K
erreichbar sind. A heillt co-erreichbar, falls alle ¢ € K

co-erreichbar sind, und A heil}t trim, falls alle ¢ € K trim
sind.
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() —~(—(—©
O— O—OC

7N

Abbildung 22: In diesem Automaten sind die Zustdande 1 — 6 erreichbar, 1 —4, 7
und 8 co-erreichbar, und die Zustdande 1 — 4 sind trim
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Kann man bei gegebenem endlichen Automaten
feststellen, welche Zustande erreichbar,
co-erreichbar oder trim sind?
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Mu TU ClaUSthal 2.6 Wortprobleme

Definition 2.20 (Teilautomaten)

Seien A = (KAJ EA7 AA; IAJ FA)I A= (KA'7 EA’a AA', IA/7 FA’)
Automaten. A’ heilt Teilautomat von A gdw
Ka C Ka, Ya CXa, Aa CAx, IaCla, Fa CFa

A’ heiltt der von K’ erzeugte Teilautomat von A gdw
m K C KA;
mA = (K/, EA,AA N ((K/ X EA) X Kl),]A N Kl,FA N K/)

Diese Teilautomaten kann man leicht konstruieren. J
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Definition 2.21 (A°™, Aco—¢, Atrim)
A" jst der von den erreichbaren Zustanden von A
erzeugte Teilautomat von A.

Ac°~¢ st der von den co-erreichbaren Zustanden von
A erzeugte Teilautomat von A.

AtTim st der von den trimmen Zustinden von A
erzeugte Teilautomat von A.

Lemma 2.22
Atrim — (Aerr)co—e — (Aco—e)er’r‘
L(A) = L(Aerr) _ L(Aco—e) — L(At”m).
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Lemma 2.23

Sei A ein endlicher Automat. Es ist entscheidbar,
ob die Menge

L(A) leer ist.
L(A) unendlich ist.
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Zu (i): Um festzustellen, ob L(A) = () ist, berechnet
man zu dem e.a. A den erreichbaren nd. e.a.
A" (man eliminiert also alle die Zustande von
A, die nicht vom Startzustand aus erreichbar
sind). L(A) = L(A“") ist genau dann nicht leer,
wenn A¢" noch finale Zustande hat.

Zu (ii): Um festzustellen, ob L(A) unendlich ist,
eliminiert man aus A¢" alle nicht
co-erreichbaren Zustande und erhélt den nd.
e.a. A"m_ [(A) = L(A"™) ist offensichtlich
genau dann unendlich, wenn in der graphischen
Darstellung von A'"™ ein Kreis enthalten ist. [

Dies funktioniert auch fiir nd e.a.’en. J
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Lemma 2.24

Seien A4, A,, Az endliche Automaten. Es ist
entscheidbar, ob folgendes gilt:

() L(A1) N L(A,) = 0.
(i) L(A1) U L(Ag) = L(As).
(iii) L(A1) = L(Ay).
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Beweis

Seien A, A, endliche Automaten.

Zu (i): Es gibt einen endlichen Automaten A mit
L(An) = L(A1) N L(Az) (warum?).
Nach dem obigen Lemma ist die Frage, ob
L(An) = (ist, entscheidbar. Also ist auch die
Frage, ob L(A;) N L(Ay) = 0 ist, entscheidbar.
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@Kl* ,"[“U ‘C la us t }1 a 1 2.6 Wortprobleme

Zu (ii): Man kann zu A; und A, einen ea A} effektiv
konstruieren, mit: L(A}) = L(A1) U L(As) (wie
in (i)). Von diesem Automaten konstruiert man
effektiv den Komplement-Automaten Af. Nun
wendet man (1) auf A% und Aj: dies gilt genau
dann wenn L(A;) U L(Ay) = L(Aj).
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Zu (iii): Man kann zu A; und A, einen endlichen
Automaten A_ konstruieren mit
L(AZ) = (L(A1) N L(A2)) U (L(A7) N L(A,)).
(Warum?).
Wenn man nun nachrechnet, stellt man fest,
dal (L(A;) = L(A;) gdw L(A_) = ) ist. Die
Frage, ob L(A_) = () ist, ist nach dem obigen
Lemma entscheidbar, also gilt Gleiches fir die
Frage, ob L(A;) = L(A,) ist. O
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Korollar

An diesen Beweisen kann man sehen, dall A, A
und A_ effektiv aus A; und A, konstruierbar
sind.

Angenommen, fir zwei e.a.’en gilt .
L(A1) = L(A,). Muss dann auch A=A, ™
gelten?
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2.7 Rational = Regular
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@fw IU ‘(,Ila usLhal 2.7 Rational = Regular
Bisher haben wir oft von regularen Sprachen gesprochen,
wenn wir Sprachen vom Typ 3, also Sprachen die
rechtslinearen Grammatiken entsprechen, meinten.
Richtiger hatten wir von rationalen Sprachen sprechen
mussen.

Dieser Sprachgebrauch hat sich eingeburgert. Allerdings
kann man unter regularen Sprachen auch solche Sprachen
verstehen, die durch regulare Ausdriicke definiert werden
kdnnen.

Wir zeigen nun, dal} Sprachen die durch reguldre
Ausdriicke definiert werden kdnnen, genau die rationalen
Sprachen sind, also die, die durch einen endlichen
Automaten charakterisiert werden kénnen.
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Theorem 2.25 (Hauptsatz von Kleene)

Die durch endliche Automaten akzeptierten Sprachen (also die
rationalen) sind genau die, die man durch reguldre Ausdrticke
beschreiben kann.

Beweis

=" Dies zeigen wir durch Induktion Gber den Weg
wahrend des Akzeptierens eines Wortes im Automaten A.
OBdA numerieren wir die Zustande durch und setzen:

S0 = q1-

N
-

RY; :={w € * :0*(¢;; w) = ¢; und fir alle Préfixe u von w
mite # u # w gilt §*(¢;, w) € {q1,q2, ..., qx} }
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Beweis: “=

R} ; beschreibt alle Worter, die zwischen ¢; und ¢; in A
durchlaufen werden kénnen, mit der Einschrankung, dal}
nur {qi, ¢, - . ., g} als Zwischenzustdande aufgesucht werden
dirfen.

Offensichtlich ist

A) = U Ry,

quF

Es genuigt daher zu zeigen, dal alle Mengen R ; durch
reqguldre Ausdriicke beschrieben werden kénnen.
Dazu zeigen wir, durch Induktion tber £:

Rl~C € Regy, firallei,j <n
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2.7 Rational = Regular

Beweis: “="

Induktionsanfang: £ = 0

RO — {a€X | 6(qi,a) = q;} falls i £ j
v {etu{a e ¥ | é(g,a) = ¢;} fallsi=j

R} ; kann man offensichtlich als regulare Ausdriicke
darstellen.

Induktionsschritt: £ — k£ + 1 : Induktionsvoraussetzung:
Rﬁj € Regy, fur alle i, 7 < n . Solange wir also nur ¢, ...qx als
Zwischenzustdnde zulassen, kdnnen wir einen reguldren
Ausdruck angeben.

Nun erlauben wir zusatzlich ¢ ; als Zwischenzustand:
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Beweis: “="

Welche Wege gibt es von ¢; nach ¢;, falls {q¢1, ..., ¢, qur1}
als Zwischenzustande erlaubt sind?

® ¢x.1 wird gar nicht angelaufen, d.h. der Weg ist schon in
R} ; beschrieben.

m Wir laufen von ¢; zu ¢, (erster Besuch!), laufen dann
beliebig oft eine Schleife, d.h. von ¢;,, nach ¢, (letzter
Besuch!), und von dort zu ¢;. Formal:

k k * Dk
Ri,k+1(Rk+1,k+1) Rk+1,j

macht insgesamt:

k+1 _ pk k k % pk
R;;"=R;; U Rz’,k+1(Rk+1,k+1) Ryiq;
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@Ku TU (JlaUStha] 2.7 Rational = Regular

Clausthal

4

Beweis: “=

Rfﬂ Rk U R} k+1(Rk+1 k1) Rk+1j

Far R’C+1 verwenden wir nur Vereinigung, Konkatenation
und den Kleene-Stern.

Wir erinnern uns an Definition 1.3 (Regulare Ausdriicke)
und schlieBen, da - gemal der Induktionsvoraussetzung -
alle Mengen auf der rechten Seite als requldre Ausdriicke
beschreibbar sind, gilt das auch fir den Gesamtausdruck
IR O
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@Ku TU ‘C‘l\’a u s‘t‘hal 2.7 Rational = Regular

14

Beweis: “«
Wir zeigen nun, dal} jeder reguldre Ausdruck auch durch
einen endl. Automaten akzeptiert wird. Dies geht, wie
ublich, durch Induktion tber den Aufbau regularer
Ausdriicke. Es genuigt zu zeigen, dal dies fur e-NEAs gilt?.

Induktionsanfang: Offensichtlich gibt es NEAs, die den
reguldren Ausdriicken “0” und “a” entsprechen:
Startzustand und (davon verschiedener)
Finalzustand. Im Fall “0” gibt es keine
Ubergidnge, im Fall “a” gibt es einen Ubergang
far a.

%denn aus diesen lassen sich ja dquivalente DEAs konstruieren
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Beweis: “<”

Induktionsschritt: Wir mussen zeigen, dal} es e-NEAs zu
R+ S, RS und zu R* gibt, unter der
Voraussetzung, dal} es e-NEAs A und Ag gibt.

Flr AR, s: sieche Beweis von Theorem 2.24.

Flr Arg schalten wir die Automaten Ar und Ag
hintereinander (und erganzen e-Uberginge von
den Finalzustanden von Ay in die Startzustande
von Ag).

AR~ konstruiert man, indem man zunachst

einen neuen akzeptierenden Startzustand

einfihrt und von diesem zu jedem ehemaligen
Startzustand einen e-Ubergang. Zusitzlich wird

von jedem alten Finalzustand ein e-Ubergang zu
allen ehemaligen Startzustanden

hinzugefigt. st 18 202
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Aus dem Beweis ergeben sich sofort
folgende Konstruktionsverfahren:

m regularer Ausdruck — e.a;
m e.a. — regularer Ausdruck.
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Beispiel 2.26 (e.a. — reg. Ausdruck)

a,c
>() b
a,c
O=r
0o _ o _,0 _ .0 _
Rll—R22—R33—{b}U{5} 7’11—7”2,2—7"3,3—6"‘1
0 _ po _ 0o _ .0 _
R1,2—Rz,3—Rg1 {a,c}, 7“12 r23—r371—a+c

R%l R?,1UR(1)1(R(1),1) 31177’11 = b
R52—R(2)2UR(2)1(R?,1) R12,r22:rg’2:a—|—c
R33—R03UR (R(l),l) R13,r33:r§73:a+c
R12 = 39,2 U R1,1(R(1)1) RY 29
rljg—a+c+(b+1) *(a~|—c)—b*(a+c)
R%QZ...,rf72:~-:b*(a+c)b*
Ri,=...,ri, = =((0*(a+¢c)°)*b*(a+c)b
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Entscheldungsprobleme fiir regulare Sprachen

Sei L, Ly, L, € L3 gegeben, d.h. wir haben Automaten
A, A],Az mit L = L(A), L1 = L(Al) und L2 = L(Ag)

Problem Input | Frage Entscheidbar?
Wortproblem weX* | welL? Ja
Leerheitsproblem L=0? Ja
Endlichkeitsproblem |L| endlich? Ja
Aquivalenzproblem Ly = Ly? Ja
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Abschlusseigenschaften fiir regulare Sprachen

Sei L, Ly, Ly, € L3 gegeben, d.h. wir haben Automaten
A A1, Ay mit L= L(A), L = L(A;) und Ly = L(A,)

Operation Frage Konstruktion | Antwort

Vereinigung Ly U Ly € Lg? | Produkt- Ja
Automat

Schnitt LN Ly € Lg? | Produkt- Ja
Automat

Konkatenation | L, o L, € L3? | e-Kanten zw. Ja
Ay,

Stern L* € L3? e-Kanten von Ja
Fzul

Negation L e€Ls? e.a. negieren Ja
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3. Kellerautomaten (cf)

Kellerautomaten (cf)
Ableitungsbaume
m Umformungen

m Normalformen

m Pumping-Lemma fir cf
m PDAs
n
u
u

Der CYK-Algorithmus
Entscheidungsprobleme
Abschlusseigenschaften
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Inhalt

In diesem Kapitel erweitern wir e.a.’en zu Kellerautomaten
(Push-Down Automata (PDA)). Sie erfahren,

@ dal die von PDA’en erkannten Sprachen genau die vom
Typ 2 (kontextfrei) sind;

dal kontextfreie Sprachen in verschiedene
Normalformen (Chomsky, Greibach) gebracht werden
konnen;

daR es Kriterien (Pumping Lemma, Ogden’s Lemma) gibt,
um eine Sprache als nicht kontextfrei nachzuweisen;

dal} es Algorithmen gibt, um Probleme iiber PDA’en,
bzw. Typ 2-Sprachen zu |6sen (z.B. den
Cocke-Younger-Kasami Algorithmus).
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Zur Erinnerung: kontextfreie Grammatiken

m kontextfreie Regel: Eine Variable wird durch ein
Wort ersetzt, egal in welchem Kontext die
Variable steht

m Grammatik G = (V, T, R, S) heiftt kontextfrei
(cf) gdw firalleP - Q € R
(PeVundQ € (VUT)).
Es wird eine einzelne Variable ersetzt. Das Wort
in der Conclusio kann Variablen und Terminale
in beliebiger Mischung enthalten.
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Zum Vergleich: rechtslineare Grammatiken

Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heil3t
rechtslinear gdw firalle P - Q € R
(PeVundQeT UT"V).

Es wird eine einzelne Variable ersetzt. Mit einer
Regelanwendung wird jeweils hochstens eine
Variable erzeugt, die, wenn sie auftritt, ganz
rechts im Wort steht.
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Zur Erinnerung: kontextfreie Sprachen
mL,={a"b" | n €Ny}
B Ly = {ww? | w e {a,b}*}

Beispiel:
Ly: Grammatik S — aSb | ¢

m Ableitung S = a.Sb = aaSbb = aabb
Lo: Grammatik S — aSa | bSb | ¢

m Ableitung S = aSa = abSba = abba

Was ist mit Ly = {ww | w € {a,b}*}?
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3.1 Ableitungsbaume
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Clausthal University of Technology

Beispiel 3.1
B Lpy = {ww? | w € {a,b}*}
m Grammatik: S — aSa | bSb | €
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Definition 3.2 (Ableitungsbaum zu einer Grammatik)

Sei G = (V,T, R, S) eine cf-Grammatik. Ein
Ableitungsbaum (parse tree) zu G ist ein
angeordneter, knotengewichteter Baum
B = (W, E,vy), fur den gilt:
m Jeder Knoten v € W ist mit einem Symbol aus
V U T U{e} markiert.
m Die Wurzel vy ist mit S markiert.

m Jeder innere Knoten ist mit einer Variablen aus
V markiert.
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m Jedes Blatt ist mit einem Symbol aus T'U {¢}
markiert.

m Ist v € W ein innerer Knoten mit Kindern
v1, ..., v in dieser Anordnung, ist A die
Markierung von v und A; die Markierung von
v;, SO ist
A—)AlAk € R.

m Ein mit e markiertes Blatt hat keine Geschwister
(denn das entsprdche einer Ableitung wie
A — abeBc).
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Ablesen eines Wortes vom Ableitungsbaum:
m Ableitung S =7 w erzeugt Wort w.
m Wo findet sich das im Ableitungsbaum?
m Blatter von links nach rechts durchlesen.
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Was heillt dabei ,von links nach rechts” genau?

Idee:

m Ableitungsbdaume sind angeordnet, d.h. es
gibt eine Ordnung unter den Kindern eines
Knotens.

m Daraus definieren wir eine Ordnung unter den

Blattern, die ja nur entfernt ,,verwandt” sein
mussen.
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Fir Blatter b1, b, € W definieren wir:

by < by gdw by, by sind Geschwister, und b, liegt ,links“ von b,,
oder v, v1,v9 € W v — vy, v — Vg, U1 < Vg
und v; ist Vorfahre von b, fir i € {1,2}.

Zwei weitere Begriffe zu Ableitungsbaumen:

m Sei {by,...,b;} die Menge aller Blatter in B mit
by < ... < b, und sei A; die Markierung von b;,
so heildt das Wort A; ... A, die Front von B.

m Ein A-Baum in B ist ein Unterbaum von B,
dessen Wurzel mit A markiert ist.
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Theorem 3.3

Sei G = (V,T, R, S) eine cf-Grammatik. Dann gilt fiir w € T*:
(S = w) gdw Es gibt Ableitungsbaum in G mit Front w.

Beweis.

Kurze Skizze, da beide Beweisrichtungen offensichtlich sind.
Wir beweisen eine starkere Aussage (w ist aus (V U T)* und
S eine beliebige Variable A):

Zu G und w existiert ein Ableitungsbaum B, so dal}

(A= w) gdw es gibt einen A-Baum in B mit Front w

»=" durch Induktion tber die Ldnge von Ableitungen

,<=" durch Induktion tber die Tiefe von A-Baumen
L]
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P |
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‘ \ AN

X

. A

Abbildung 23: Ableitungsbaum fir ((—z A 238) V z2)

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 220



el TU Clausthal o (0
Beispiel 3.4

Die Menge aller aussagenlogischen Formeln Gber den
Variablen {z, zo, z1, x9, .. .}:
| Beispiel: ((Il V .135) VAN <_|13791 VAN .1347))
m erzeugende Grammatik: G = ({S, A, N, N'},
{2,0,...,9,(,),A,V,—}, R, S) mit der Regelmenge
R={S - (SAS|(SVS|-S|IA

A —szx|xN
N 1N [2N'| ... |9N'|0
N — ON'|IN"| ... |9N' | ¢}

Abbildung 23 zeigt den Ableitungsbaum fiir
((mx A x38) V 22).
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Der Ableitungsbaum steht fur viele aquivalente
Ableitungen, darunter diese:

S = (S Vv 59) =
(SASHVS = (=SASHVS =
(FAANS)VS) = (rzAS)VS) =
(mz ANA)VS) = (-zAzN)VS =

((mx A 23N') v S) = ((—x= A 238N’) vV S) =
((mx A 238) V.S) = ((-xzA2x38) VA =
((mx A 238) V aN) = ((—z A 238) V 22N’) =
((mx A 238) V x2)
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Ahnlich: Aufbau arithmetischer Ausdriicke
S—(S+S8) ]| (S*x8) | (S—=9)]|(S/9) | 2
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Definition 3.5 (Linksableitung)

Eine Ableitung wy =, wy = ... =, w, heildt
Linksableitung falls w;,; durch Ersetzen der
Variable ganz links in w; entsteht fur alle i < n.
Die Rechtsableitung ist analog definiert.

Ablesen aus dem Ableitungsbaum:
m Linksableitung: Tiefensuche. Der Ast ganz
links wird zuerst durchsucht
m Rechtsableitung: Tiefensuche, der Ast ganz
rechts zuerst.
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Definition 3.6 (Mehrdeutigkeit)

Eine cf-Grammatik G heillt mehrdeutig gdw es
ein Wort w € L(G) gibt, so daR G zwei
verschiedene Linksableitungen zu w besitzt.
Eine Sprache L € L, heilt inhdrent mehrdeutig
gdw alle kontextfreien Grammatiken fir L
mehrdeutig sind.

Eine Grammatik G ist mehrdeutig, wenn es zwei
verschiedene Ableitungsbaume in G mit gleicher
Front gibt.

Bei Programmiersprachen mdchte man keine
 Mehrdeutigkeit.
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Beispiel 3.7

Grammatik von vorhin war eindeutig: Regeln
S (S ANV I|-S|IA

A —»zx|zN
N = IN'|2N'| ... |9N"| 0
N' S ON'|1N'| ... |ON' | €}

Weitere Grammatik fir AL-Formeln:
G={K,D, L A} {v,w,x,y,z,(,), \,V,7}, R, K)
R={K—>KAK|D

D— (DVD)|L

L ——-A | A

A—vl|w|z|y|z}
Klammer-Ersparnisregel!
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K K

Q. Ty
<l b s I
O N
| | I | | ATINN
L L L L A L ( Dv D)
| N\ _— | N
Tt S
X \% w ,‘A,T\

\% w

Abbildung 24: Zwei Ableitungsbaume fir z A =y A (v V w)
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Beispiel 3.8
Die Sprache L := {a’b/cF | i = j oder j = k} ist
inharent mehrdeutig.

Machen Sie sich klar, was man hierzu beweisen
mul: Gber alle Grammatiken und liber alle
maoglichen Ableitungen in jeder Grammatik.
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3.2 Umformungen
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Im Folgenden soll fur alle cf-Grammatiken gelten:
Das Startsymbol S kommt nie auf einer rechten
Regelseite vor.

Ist das bei einer Grammatik nicht gegeben, kann
man einfach

m ein neues Startsymbol S,,.,, sowie
m die Regel S,., — S

einfihren.
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Uberfliissige Symbole und iiberfliissige Regeln
in cf-Grammatiken

m Variablen,

= aus denen nie ein terminales Wort werden kann,
= die man nicht vom Startsymbol S aus ableiten kann,

m Ableitungen ... = wAv = wv mit A — ¢,
m Ableitungen ... = wAv = wBv mit A — B.
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Definition 3.9 ((co-) erreichbare, nutzlose Symbole)

Sei G = (V,T, R, S) eine Grammatik. Ein Symbol z € (V UT)
heilt
erreichbar: Es gibta, 5 € (VUT)*: S = azf
(x kommt in einem Wort vor, das von S aus
erzeugt werden kann.)

co-erreichbar: Es gibtw € T*: 2 =% w
(Aus x kann eine Terminalkette werden.)

nutzlos: z ist nicht erreichbar oder nicht co-erreichbar.
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Theorem 3.10 (cf-Grammatik ohne nutzlose Symbole)

Ist G = (V, T, R, S) eine cf-Grammatik mit L(G) # (), dann
existiert eine cf-Grammatik G' = (V',T', R, S") mit:

m G’ ist dquivalent zu G.

m Jedes x € (V UT) ist erreichbar und co-erreichbar.

m Man kann G’ aus G effektiv konstruieren.

Beweis
Eine Variable A ist co-erreichbar, wenn gilt:

m Entweder es gibt eine Regel A — w, w Kette von
Terminalen

m Oder es gibt eine Regel A — w, w Kette von Terminalen
und co-erreichbaren Variablen
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Der folgende Algorithmus sammelt alle co-erreichbaren
Variablen einer Grammatik G = (V, T, R, S) in Neuy:

Altl Z:(Z)
Neu; ={AeV|FweT* (A—wéeR)}

while Altl 7& Neuq

{
Alt; .= New
Neu1 = Altl U{A eV ’ da € (TUAltl)* (A — € R)}

}

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 234



d D 3 Kellerautomaten (cf
b TU Clausthal S Urmtormenac
Clausthal University of Technolog

m Bestimmung einer Grammatik G” = (V" 7", R",S") nur
mit diesen co-erreichbaren Variablen:

if S € New / * S ist co— erreichbar |

{

V" .= New,
T":=T
R// — R N (V// % (V// U T//)*)
S"=8
}
else return /*L(G)=0x/
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m Ein Symbol z ist erreichbar, wenn gilt:
m Entweder es gibt eine Regel S — wzwv.
m Oder es gibt eine Regel A — wzw flr eine erreichbare Variable A.
Der folgende Algorithmus sammeltin Neu2 alle

erreichbaren Symbole von G”:

Altg Z:(Z)
Neuy :={S}
while Altg 7é Neusy
{
Alty := Neus
Neusg := Ath U {[L’ € (V” U T”) | JdA € Ath
da, € (V"UT")*
(A — azp € R)}

Clausthal, WS 17,
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m Bestimmung der Grammatik G’ ohne nutzlose
Symbole:
G = (V',T',R,S) mit
V':= NeusNV"
T := Neus N'T
R :=R'n (V' x (V'UT"")
S-=N5]

Damit gilt dann: L(G’) = L(G), und G’ enthalt
keine nutzlosen Symbole. O]
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Einschrankung des Formats von Grammatiken

Theorem 3.11 (Normalform)

Fiir die Sprachklassen Ly bis Ls gilt: Zu jeder
Grammatik G existiert eine dquivalente Grammatik
G, bei der fiir alle Regeln P — Q € R/ gilt:

m Q € V* (ohne Beschrdnkung ftir P), oder
mQeT,und PeV.

Fiir alle Sprachklassen auller Ls hat G’ denselben
Typ wie G.
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Beweis.

Fir jedes Terminal ¢t € T' erzeuge man eine neue
Variable V;.
mV' =VUu{V,|teT}
m R entsteht aus R, indem fir jede Regel
P — @Q € Rin Q alle Vorkommen eines
Terminals ¢t durch die zugehérige Variable V;
ersetzt werden. AulRerdem enthdlt R’ fur jedes
t € T eine neue Regel V; — t.

Also L(G") = L(G), und fur alle Sprachklassen
auller L; hat G’ denselben Typ wie G. O
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Nullbare Variablen
m nullbare Variable: ¢ in mehreren Schritten
ableitbar
m Idee: Nullbarkeit vermeiden, lieber gleich nur
Variablen erzeugen, aus denen nichtleere
Teilworter werden.

Definition 3.12 (e-Regel, nullbare Variablen)

Eine Regel der Form P — ¢, wobei P Variable ist,
heillt e-Regel. Eine Variable A heil3t nullbar, falls
A =" ¢ moglich ist.
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Theorem 3.13 (c-Regeln sind eliminierbar)

Zu jeder cf-Grammatik G existiert eine dquivalente
cf-Grammatik G’

m ohne e-Regeln und nullbare Variablen, falls
e ¢ L(G),

m mit der einzigen c-Regel S — ¢ und der einzigen
nullbaren Variablen S, falls € € L(G) und S das
Startsymbol ist.
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Sei G = (V, T, R, S) eine kontextfreie Grammatik, und S
komme o.E. in keiner Regelconclusio vor. Wir stellen
zunachst mit folgendem Algorithmus fest, welche Variablen
aus V nullbar sind.

Alt =)
Neu:={Ae€V|A—cece€R}
while Alt # Neu
{ Alt:= Neu
forall (P — Q)€ Rdo
{ ifQ=A4,...4, and A; € Neufurl1 <i<n
and P ¢ Neu,
then return Neu := Neu U {P}

}
}
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Jetzt:
m Vorhanden: Menge Alt C V der nullbaren Variablen

m Daraus konstruieren: Regelsatz R’ einer Grammatik
G' = (V,T, R, S) ohne nullbare Variablen (auBer
eventuell 5).
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Ausgangsgrammatik G habe die Form aus Satz 3.11: Fur

jede Regel P — ) gelte Q € V* oder @ € T

R =R
forall P > A,... A, € Rmit P,A; €V :
{
Generiere alle Regeln P — o . ..oy, mit
if Az =" ¢
Q; = € oder Q; = Az
else return
Qy = Az
ifa,...q, #£¢
R =R U{P—>a;...an}

}

Streiche aus R' alle RegelnA — ¢ mit A # S.

3 Ke

Ilerautomaten (cf)
3.2 Umformungen
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Zu zeigen: L(G') = L(G)
Vorgehen:

m G hat die Form von Satz 3.11:
Fur jede Regel P — Q qilt Q € V* oder Q € T

m Wir beweisen die etwas starkere Behauptung

furalle AeV furallew e (VUT)* —{e}
(A=* w) gdw (A =", w)),

m Daraus folgt sofort L(G") = L(G).
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»=" Wir zeigen: Aus A =7 w folgt A =" w (Induktion
Uber die Lange einer Ableitung von A nach w in G).

Induktionsanfang: Lange = 0.
Dannistw = 4, und A =" A giltimmer.
Induktionsschritt: Es sei schon gezeigt: Wenn in G inn
Schritten eine Ableitung B =", u durchgefihrt
werden kann, dann folgt, dall in G’ die
Ableitung B =" u méglich ist.
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AuRerdem gelte in der Ausgangsgrammatik G:
A =" w # ¢inn+ 1 Schritten.
Dann qilt:
A=, v = w,
|| w’:Al...Ag:%wl...wg:w,
m und es wird jeweils A; zu w; in hdchstens n Schritten fur
geeignete w', Ay, ..., Ay, wy, ..., wp.
m Per Induktionsvoraussetzung gilt also schon:

m Entweder 4; =7, w;
m oderw; =eflirl <i</.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 247



el TU Clausthal vl

Fall 1: w; = ¢, A; ist nullbar.
Dann gibt es in G’ eine Regel
A— Ay... A 1A ... Ay nach der obigen
Konstruktionsvorschrift fir G, falls
Ap.. A 1A ... Ay # e. Das ist der Fall, denn
sonst hatten wiri A — v’ = ¢ =* w = ¢ (aus
nichts wird nichts), aber w = ¢ ist
ausgeschlossen.

Fall 2: w; # <. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung
Ai :>*G’ Wj .
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3.2 Umformungen

Wir haben also Folgendes gezeigt:
Seil={ie{l... 0} |w #e} #0.
Dann gibt esin i eine Regel A — A;, ... A;  mit

I ={iy,...,in}, und die 4; sind so angeordnet wie in der
urspriinglichen Regel A — A; ... A,.

Mit dieser neuen Regel kdnnen wir w so ableiten:

m

*
A:>G/Ai1“'Aim:>G/wil"‘wi = w
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»<=" Wir zeigen: Aus A =" w folgt A =, w (Induktion
Uber die Lange einer Ableitung von A nach w in G'):

Induktionsanfang: Lange ist 0. Dann ist w = A, und
A =7 Aqiltimmer.

Induktionsschritt: Es gelte fur alle Ableitungen A =" w
einer Lange von hochstens n, dab A =" w.
Ist A=>"  w eine Ableitung der Lange n + 1, so
gibt es ein ¢, Worter wy, ..., w, und Variablen
Ao A mMitA =, Ay... A =",
w = w; ... wy. Es gilt jeweils A; :>’;, w; in
hochstens n Schritten, und w; # ¢.
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Nach der Induktionsvoraussetzung folgt daraus:

m fir die Originalgrammatik G gibt es Ableitungen

m damit gibt es auch eine Ableitung 4; ... A, =" w.
Da es in G’ eine Ableitung A =>_, A,... A, gibt, gibt es in
R’ eine Regel A — A, ... A,. Wie ist diese Regel aus R
entstanden?
Eine Regel in R’ entsteht aus einer Regel in R, indem einige
nullbare Variablen gestrichen werden. Es gab also in G
nullbare Variablen B; bis B,,, so dal® R die Regel

A— A1 .. AélBlAél—o—l .. A@Bg .. AmBmAm+1 .. Ag

enthalt. (m kann auch 0O sein, dann war die Regel selbst
schonin R.)
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Also giltin G:

A = Al 0o AZ131A€1+1 200 Ag2B2 200 AmBmAm—H ce Ag
:>*G Al...AglAgH_l...A@...AmAm+1...Ag :>Z w

daja B; =, ¢ moglich ist. O
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Beispiel 3.14
Fur die Regelmenge R in der linken Spalte sind die Variablen

A, B, C nullbar.
Der obige Algorithmus erzeugt aus R die rechts aufgefiihrte

Regelmenge R'.

R: R
S — ABD S — ABD | AD | BD | D
A— ED | BB A— FED|BB|B
B— AC | € B— AC|A|C
C —e¢
D —d D —d
E —e E —e
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Beobachtung:

m Der Algorithmus lasst Variablen zurtick, die nicht in
Pramissen auftauchen (und deshalb nicht co-erreichbar
sind).

Hier: C.

m Der Algorithmus lasst nutzlose Regeln zurtick.

Hier: B — AC | C.
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Lemma 3.15

Mit Hilfe des letzten Satzes sieht man, daf8 Ly, C L, gilt.

Regeln einer kontextsensitiven Grammatik:
m entweder uAv — uav
mitu,v,a € (VUT)" |a| >1,AcV
m oder S — ¢
und S kommt in keiner Regelconclusio vor.
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Ergebnis des vorigen Satzes:
zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine
aquivalente Grammatik G’ mit
m G’ enthdlt keine -Regeln, mit der Ausnahme S — ¢
fur den Fall, dal ¢ € L(G).
m AuBerdem kommt S in keiner Regelconclusio vor, wie
wir 0.E. am Anfang dieses Abschnitts angenommen
haben.

Damit ist G’ kontextfrei und kontextsensitiv.

Also ist die von der kontextfreien Grammatik G erzeugte
Sprache L(G) auch kontextsensitiv. O
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Definition 3.16 (Kettenproduktion)

Eine Regel der Form A — B mit A, B € V heil3t
Kettenproduktion.

Theorem 3.17 (Kettenproduktionen sind eliminierbar)

Zu jeder cf-Grammatik existiert eine dquivalente
cf-Grammatik ohne Kettenproduktionen.
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Sei G = (V, T, R, S) eine kontextfreie Grammatik ohne
e-Regeln, auler ggf. S — «.

Der folgende Algorithmus generiert einen neuen
Regelsatz R’ ohne Kettenproduktionen.

R =R
forall AcV
forall BeV,B# A
if test(A =" B)
then return for all rules B—+a € R, a gV
R =R U{A — o}
Streiche alle Kettenproduktionen in R'.
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procedure test(A =* B)
{
Alt =10
Neu :={C eV |C— Be R}
while Alt # Neu do
Alt := Neu
Neu = Alt U{D eV |3C € Alt (D — C € R)}
}
if A € Neu then return TRUE else return FALSE
}
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Die Funktion test, die auf A =" B prift, geht
genauso vor wie der Algorithmus zur Ermittlung
co-erreichbarer Variablen.

Die Ausgangsgrammatik G = (V, T, R, S) und die
neue Grammatik G' = (V,T, R, S) sind
offensichtlich aquivalent. O
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Theorem 3.18 (Normalform fiir cf. Grammatiken)

Zu jeder cf-Grammatik existiert eine dquivalente
cf-Grammatik

m ohne e-Regeln (bis auf S — ¢, falls € zur Sprache
gehort; in diesem Fall darf S in keiner
Regelconclusio vorkommen),

m ohne nutzlose Symbole,
m ohne Kettenproduktionen,

m so daR fiir jede Regel P — (@ gilt: entweder
Qe V*oderQeT.
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Beweis

Man teste zundchst, ob S nullbar ist. Falls ja, dann
verwende man S,,., als neues Startsymbol und flige die
Regeln S,., — S | € zum Regelsatz hinzu.

Man eliminiere nutzlose Symbole.

Man eliminiere alle c-Regeln auler S,,., — ¢.

Man bringe die Grammatik in die Form des Satzes 3.11.

Man eliminiere Kettenproduktionen.

@A Zum Schluss eliminiere man noch einmal alle nutzlosen
Symbole (wg. 2. und 3.).

Der letzte Schritt fihrt keine neuen Regeln ein, also ist die
resultierende Grammatik immer noch in der Form des
Satzes 3.11.
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3.3 Normalformen
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Grammatiktypen und Normalformen

m Grammatiktypen rechtslinear, kontextfrei,
kontextsensitiv sind definiert als
Einschrénkungen der Form, die Prédmisse P und Conclu-
sio () einer Grammatikregel P — ) haben dtirfen.

m Normalformen von Grammatiken sind definiert als
Einschrdnkungen der Form, die Prdmisse P und Conclu-
sio Q) einer Grammatikregel P — () haben diirfen.

Eine Normalform fiir cf-Grammatiken z.B. schrankt die
Form von cf-Grammatikregeln weiter ein.
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Was ist der Unterschied?

Die unterschiedlichen Grammatik-Klassen der
Chomsky-Hierarchie unterscheiden sich darin,
welche Sprachklassen sie generieren kdnnen.

cf-Grammatiken in Normalform generieren
dieselben Sprachen wie die
Ausgangsgrammatik.

Aber man kann mit ihnen besser Beweise fiihren
und interessante Eigenschaften zeigen. Dies
nutzen wir spater beim CYK Algorithmus aus.
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@fw TU Clausthal 3.3 Normalformen
Wozu dann Normalformen?
Weniger Variationsmoglichkeiten in der Form
einer Regel — weniger Fallunterscheidungen bei
m Algorithmen, die mit Grammatiken arbeiten.
m Beweisen allgemein tber alle Grammatiken

eines bestimmten Typs

m Chomsky-Normalform: baut auf den
Umformungen auf, die wir eben gesehen
haben.

m Greibach-Normalform: ahnlich den
rechtslinearen Grammatiken.
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Definition 3.19 (Chomsky-Normalform)

Eine cf-Grammatik G = (V, T, R, S) istin
Chomsky-Normalform (CNF), wenn gilt:
m GG hat nur Regeln der Form
A— BC mitA,B,C € Vund
A—a mitAeV,aeT
Iste € L(G), so darf G zusatzlich die Regel
S — ¢ enthalten. In diesem Fall darf S in keiner
Regelconclusio vorkommen.

m G enthalt keine nutzlosen Symbole.
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Theorem 3.20 (Chomsky-Normalform)

Zu jeder cf-Grammatik existiert eine dquivalente
cf-Grammatik in Chomsky-Normalform.

Beweis

m Schritt 1: Wir wenden auf G die Umformungen
von Satz 3.18 an.
Ergebnis: G hat keine nutzlosen Symbole, und
alle Regeln haben die Form

BA—amitAeVundaeV* |al > 2, und
BA—amitAeV,aeT
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m Regeln von Typ (I): weil die Grammatik in der Form aus
Satz 3.11 ist und somit nach Satz 3.18 auch keine
Kettenproduktionen enthalt.

m Regeln vom Typ (II): in Chomsky-Normalform erlaubt.
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m Schritt 2: Regeln vom Typ (I) so umformen, so dal} keine
Conclusio eine Lange groRer 2 hat.
Wir ersetzen also jede Regel

A=A .. A, mitA A, eV,n>3

durch die folgenden neuen Regeln:

A - AC
01 — AQCQ
Cn—2 — An—lAn

Dabei sind die C; neue Variablen in V. O
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3.3 Normalformen

Definition 3.21 (Greibach-Normalform)

Eine cf-Grammatik G = (V, T, R, S) istin
Greibach-Normalform (6NF), wenn gilt:
m G hat nur Regeln der Form
A—aamitAeVundaecTundaecV*
Iste € L(G), so darf G zusatzlich die Regel

S — ¢ enthalten. In diesem Fall darf S in keiner
Regelconclusio vorkommen.

m G enthalt keine nutzlosen Symbole.
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3.4 Pumping-Lemma fur cf
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Pumping-Lemma fur Ls

m L reguldr und unendlich,

m dann enthalten alle ihre Worter, die langer sind
als eine Grenzlange n, ein Infix v einer Lange
<n,

m dies v kann man beliebig oft wiederholen und
erhalt wieder Worter aus L.

m Das Pumping-Lemma fir L; ist eine
notwendige, aber nicht hinreichende
Bedingung fur Ls.

m Man benutzt das L3;-Pumping-Lemma, um zu
zeigen, da Sprachen nicht reguldr sind.
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Ahnlich: Das Pumping-Lemma fir Ls.

Theorem 3.22 (Pumping Lemma fiir cf Sprachen)

Zu jeder kontextfreien Sprache L C X* existiert ein
n € N, so daB gilt: Fiiralle z € L mit |z| > n
existieren u,v,w,x,y, € X%, so dal}

Nz = uvwy,

B VX # g,

B jvwz| < nund

mw'wz'y € L fiirallei € Ny
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Mu TU ClaUSthal 3.4 Pumping-Lemma fiir cf

Beweis

Beweisidee: Argument Uber die Form kontextfreier
Grammatikregeln und tber die Form von
Ableitungsbaumen: was passiert, wenn in einer
Ableitung dieselbe Variable zweimal auftritt?
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Wir wenden das PL auf folgende Sprachen an
m {a” : pist Primzahl},
m {a"b"c": n €N},
m{zzz: z € {a,b}*}.
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Theorem 3.23 (Ogden’s Lemma)

Zu jeder kontextfreien Sprache L C X* existiert ein
n € N, so daB3 gilt: Fiir alle z € L mit |z| > n und fiir
jede Markierung von mindestens n Positionen in z
(zusammenhdngend oder nicht) existieren
u,v,w,x,y, € 3*, sodaly

Nz =uvwoxy,

m v und x enthalten zusammen mindestens eine
markierte Position,

m vw x enthdlt héchstens n markierte Positionen,
m w'wx'ly € L firalle i € Ny.
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3.5 PDAs
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Erzeugende Grammatiken — akzeptierende
Automaten

m Erinnerung: reguldre Sprachen

= werden erzeugt von rechtslinearen Grammatiken
= werden akzeptiert von endlichen Automaten

m jetzt: kontextfreie Sprachen

= werden erzeugt von kontextfreien Grammatiken
= werden akzeptiert von Pushdown-Automaten
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Rechtslineare Grammatiken < e.a.

Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heillt rechtslinear gdw

furalle P - Q € Rqilt (P VundQ e T*UTV).

Es wird eine einzelne Variable ersetzt. Mit einer
Regelanwendung wird jeweils hochstens eine Variable
erzeugt, die, wenn sie auftritt, ganz rechts im Wort steht.

v

Die Korrespondenz zwischen endlichen Automaten und
rechtslinearen Gramatiken, wurde tiber die Ahnlichkeit von
Zustandsiibergdngen und rechtslinearen Regeln bewiesen.

Zustandsiibergang Regel
‘—> a Qi — aQ;
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Erinnerung: Kontextfreie Grammatiken

Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heilt kontextfrei (cf)
gdw furalle P - Q € Rgilt (P e VundQ € (VUT)*).

Eine einzelne Variable wird - unabhangig vom Kontext - in
der Conclusio durch ein Wort aus Variablen und Terminale
in beliebiger Mischung ersetzt.

Ziel: Beweisidee recyclen! Dazu notwendig: mehrere
Nichtterminale in einem Zustandsiibergang verarbeiten*.

Zustandsiibergang
Regel

(1)+(2)
Qi — lejl e anwnJrl

“Die Eichhsrnchen-Lésung wird sein: "Pack alles Zusdtzliche in den Keller”
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Beispiel 3.24 (Kontextfreie Sprachen und PDAs)
mL={a"" | ne Ny}
m Grammatik. S — aSb | ¢
m Ableitung S = aSb = aaSbb = aabb

a a a b b
Lese-/Schreil- Keller
ZugriffaufTop
a, B / write BB B
B

Abbildung 25: Kellerautomat fiir L,
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Beispiel 3.25 (Funktionsweise PDA)

Ly = {a™" | n € Ny}

Funktionsweise:

Der Kellerautomat liest (maximal) ein Zeichen des Eingabewortes,
und die oberste Kellerzelle?,

macht einen Zustandsiibergang und beschreibt dabei eine oder
mehrere Kellerzellen,

wiederholt (1) und (2), bis er am Ende des Wortes ist,
und akzeptiert, wenn er dann in einem Finalzustand ist.”

9dabei wird der Inhalt konsumiert (Eichhérnchen essen die Vorrdte!)

bAlternativ kann man auch bei leerem Keller akzeptieren.
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3.5 PDAs

Beispiel 3.26 (Palindrome)
B L.py = {wcw | w € {a,b}*} // ¢ markiert die “Mitte”
B Lp, = {wwf | w e {a,b}*}
m Grammatik G.py: S — aSa | bSb | ¢
m Grammatik Gp,: S — aSa | bSb | ¢
m Ableitung fur Gp,: S = aSa = abSba = abba

Wie sehen PDAs fiir die beiden Varianten der
Palindrom-Sprache aus?

PDA(cPal) kann man einfach deterministisch halten.
Was ist mit PDA(Pal)?
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Erinnerung: Rechtslineare Grammatik und e.a.

Es wird eine einzelne Variable ersetzt. Mit einer
Regelanwendung wird jeweils hochstens eine Variable
erzeugt, die, wenn sie auftritt, ganz rechts im Wort steht.

Die Korrespondenz zwischen e.a.’en und rechtslinearen
Gramatiken, wurde Uber die Ahnlichkeit von
Zustandstiibergdngen und rechtslinearen Regeln bewiesen

(siehe Theorem 2.14)
Zustandsiibergang Regel

Q; — aQ;
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Erinnerung: Kontextfreie Grammatiken

Eine einzelne Variable wird - unabhdngig vom Kontext - in
der Conclusio durch ein Wort aus Variablen und Terminale

in beliebiger Mischung ersetzt.

Ziel: Beweisidee recyclen! Dazu notwendig: mehrere
Nichtterminale in einem Zustandsiibergang verarbeiten’.

Zustandsiibergang
Regel

O
Qi = wi1Qy, .. Qj, Wy

3Die Eichhérnchen-Lésung wird sein: "Pack alles Zusdtzliche in den Keller”
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m Beispiel: die ,, prototypische cf-Sprache“
{a”b” | n € No}
Wie kann man diese Sprache akzeptieren?
Endliche Automaten reichen nicht aus: Sie
konnen sich nicht merken, wie oft sie einen
Zustand durchlaufen haben. Fir a™b" muss
man aber mitzdhlen.

m |dee: Aufruf von Prozeduren:
m Riucksprungadresse, weitere Informationen auf dem Stack sichern
m und wieder zuriickholen, wenn die aufgerufene Prozedur beendet ist.

Wenn die aufgerufene Prozedur weitere
Prozeduren aufruft: kein Problem, — Stack.
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Idee des Stack, Stapels, Kellers: Last in, first out;

beliebig viel Information speichern; die zuletzt gespeicherte

Information liegt immer ,,obenauf”.

m Eine Grammatikregel wie S — aAb kann man wie einen

Aufruf einer Prozedur fiir das A betrachten.
Was man braucht: einen Automaten, der sich merkt, dal}
nach Abarbeiten der A—, Prozedur” noch ein b zu
erwarten ist.

m Push-Down-Automat: wie endlicher Automat, aber hat
zusatzlich einen Stack.
Ubergangsrelation:
= bezieht oberstes Stacksymbol in den Ubergang ein,
» kann nicht nur den Zustand andern, sondern auch
auf dem Stack lesen und schreiben
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Definition 3.27 (Push-Down-Automat)

Ein Push-Down-Automat (PDA) ist ein Tupel
M = (K,X, T, A, sg, Zy, F'). Dabei ist

K eine endliche Menge von Zustéanden
z das Eingabealphabet
r das Stack- oder Kelleralphabet

sp € K der Startzustand

Zy €' das Anfangssymbol im Keller

F C K eine Menge von finalen Zustanden

A die Zustandsubergangsrelation, eine endliche
Teilmenge von (K x (X U {e}) xI') x (K x I'*)
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Was macht die Ubergangsrelation?
In einem Arbeitsschritt eines PDA soll
m in Abhdngigkeit vom aktuellen Zustand aus K,
m in Abhdngigkeit vom nachsten Eingabezeichen oder
auch unabhdngig vom Eingabezeichen, und
m in Abhangigkeit vom obersten Kellersymbol
Folgendes geschehen:
m das nachste Eingabezeichen wird gelesen oder nicht
(bei g),
m das oberste Kellersymbol wird entfernt,
m der Zustand wird gedndert, und
m es werden null oder mehr Zeichen auf den Keller
geschoben. Bei einem neuen Keller-Wort v = A; ... A,
wird A,, zuerst auf den Keller geschoben usw., so dal}
am Schluss A; obenauf liegt.
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Verwendete Symbole:
m Symbole a, b, ¢ fir Buchstaben aus %,
m u,v,w fur Worter aus X%,
m A, B fur Stacksymbole aus I,
m v, 7 fur Stackinhalte aus I'*.
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Was macht die Ubergangsrelation — formal?

m Begriff der Konfiguration: beschreibt die aktuelle
Situation des PDA komplett

m Bestandteile:
m aktueller Zustand,
® noch zu lesendes Restwort,
m kompletter Stackinhalt

m Relation i~ zwischen Konfigurationen:
Fur Konfigurationen (', C, bedeutet

Cy Oy

dal} der PDA in einem Schritt von C; nach C, gelangen
kann.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 292



@Ku TU Cla USth al 3 K(‘H('mulom;t;‘n[()(Afz

Definition 3.28 (Konfiguration eines PDA, I-)

Eine Konfiguration C eines PDAM = (K, %, T, A, s, Zo, F')
ist ein Tripel

C=(qw,y) e K xX" xT™.

(w ist dabei der noch nicht bearbeitete Teil des
Eingabewortes, v ist der komplette Stackinhalt, und ¢ ist der
aktuelle Zustand.)

(80, w, Zy) heillt Startkonfiguration bei Input w.
Cs heilt Nachfolgekonfiguration von C4, oder C; F Cy, falls
JaeXdA el Jw e X* Fy,n € T, so daly
entweder C; = (¢q1,aw, Ay), Cs = (g2, w,7y), und
(QIJ a, A) A (q27 77)1

oder Cl — (q17w7Aﬁ)/)r 02 - (q27w7777)r und
(q1757A) A (q2>77)r
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Eine Rechhung eines PDA ist eine Folge von
Konfigurationen, bei denen jeweils die (i + 1)-te
Nachfolgekonfiguration der i-ten ist.

Definition 3.29 (Rechnung)

Sei A ein Push-Down-Automat. Man schreibt
CH,C
gdw es eine Reihe C), (4, . .., C, von Konfigurationen gibt
(mitn > 0), so dal
mC = Co,
m(C' =C,,
m und furalle i < n qgilt, dal C; 4 Ciyq.

In diesem Fall heit Cy, C1, ..., C, eine Rechnung
(Berechnung) von A der Lange n (von Cy nach C,,).
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Definition 3.30 (von PDA akzeptierte Sprache)

Ein PDA M kann auf 2 verschiedene Weisen eine Sprache
akzeptieren, Uber finale Zustdnde oder tGber den leeren
Keller:
Lf(M):{w Sy | Elq €F 3’7 SH ((307w7 ZO) |_>‘l(/l (q’{-:”y))}
Li(M)={w € * | 3q € K ((s0,w, Zo) 3 (¢,¢,€))}

Anmerkungen:

m Wenn aus dem Kontext klar ersichtlich ist, ob L;(M)
oder L;(M) gemeint ist, schreibt man auch einfach
L(M).

m Das zu akzeptierende Wort w muss von M ganz gelesen
werden:

(S[), w, Z()) F* (q, g, )

ist gefordert.
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Man beachte, dal} das unterste Symbol im Keller zwar
geldscht werden kann, daR der PDA dann aber hdngt: er
kann nicht mehr weiter rechnen (es gibt keine
Nachfolgekonfiguration).

Das entspricht etwa dem Stehenbleiben eines nd e.a. falls
die Ubergangsfunktion nicht definiert ist (was auch bei
einem PDA sein kann).
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Beispiel 3.31

L ={w € {a,b}* | w = w'}: Palindrome tber {a, b}.
L wird Uber leeren Keller akzeptiert von dem PDA
M = ({S(), 81}, {a, b}, {Zo, A, B}, A, S0, 2o, @) mit

} € akzeptieren

(507 &, ZO) A (Sla E)

(80, a, Zg) A (80, A)
(so,a,A) A (s, AA)
(s0,a,B) A (s, AB)
(507b7 ZO) A (507B>
(s0,b,A) A (so, BA)
(So,b, B) A (So,BB)

Prof. Dr. Jiirgen Dix

Stack aufbauen

3 Kellerautomaten (cf)

3.5 PDAs
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3 Kellerautor

A (s1,¢) | Richtungswechsel fur Palindrome
A (s1,€) [ mit ungerader Buchstabenanzahl

(s1,€) | Richtungswechsel fir Palindrome
(s1,€) [ mit gerader Buchstabenanzahl
(s1,€)
(s1,€)

Stack abbauen

maten (cf)

3.5 PDAs

Prof. Dr. Jiirgen Dix
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Idee:

m Ein Palindrom w = w” hat die Form vv® oder vav’ oder
vbo® fur irgendein v € {a, b}*.
m Der Automat M liest v und merkt sich jeden Buchstaben.

m Er rdt indeterminiert die Wortmitte.
Falls das Wort eine ungerade Anzahl von Buchstaben
hat, also w = vav’ oder w = vbv®, dann muss dabei ein
Buchstabe Uberlesen werden.

m Der Stack enthalt nun v%, also muss M jetzt nur noch
jeden weiteren gelesenen Buchstaben mit dem jeweils
obersten Kellersymbol vergleichen.
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Fur das Eingabewort abbabba rechnet M so:
(S0, abbabba, Zy) = (so, bbabba, A) I+ (so, babba, BA) -
(S0, abba, BBA) + (so,bba, ABBA) & (s1,bba, BBA) F
(s1,ba, BA) (s1,a,A) = (s1,€,€)

3 Kellerautomaten (cf)
3.5 PDAs

Prof. Dr. Jiirgen Dix
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Beispiel 3.32

Die Sprache L = {w € {a,b}* | #.(w) = #s(w)} wird Gber
finalen Zustand akzeptiert von dem PDA

M = ({80, 81}, {CL, b}, {Zo, A, A, B, B}, A, So, 2o, {80}) mit
den folgenden Regeln:

(80,0,, Z()) A (81,A> (80, b, Zo) A (Sl,ﬁ)
(s1,a,A) A (s1,AA) (s1,b,B) A (s1, BB)
(s1,a,A) A (s1,AA) (s1,b,B) A (s1, BB)
(81,a,§) A (So, Zo) (31>b,é) A (30, Zo)
(Slvaa B) A (5178) (81767 A) A (5176)
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Idee:

m auf dem Stack mitzahlen, wieviel A-Uberhang oder
B-Uberhang momentan besteht

m Der Stack enthalt zu jedem Zeitpunkt
m entweder nur A/A"(A-Uberhang)
m oder nur B/B (B-Uberhang)
m oder nur das Symbol Z, (Gleichstand).
m Das unterste A bzw. B auf dem Stack ist durch einen
Unterstrich gekennzeichnet.
So weill M, wenn er dies Stacksymbol |6scht, dal® dann
bis zu diesem Moment gleichviel as wie bs gelesen
wurden.
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Akzeptieren Uber finale Zustande und Akzeptieren tber
leeren Keller sind gleichmachtig.

Wir behandeln das nicht formal, sondern erwahnen es nur.

Theorem 3.33 (finale Zustande — leerer Keller)

Zu jedem PDA M, existiert ein PDA My mit Ly(M;) = L;(Ms).

Idee: Wir simulieren die Maschine M,, die Uber finale
Zustande akzeptiert, durch die Maschine M,, die tUber
leeren Keller akzeptiert.

M, arbeitet wie M, mit dem Unterschied: Wenn ein
Zustand erreicht wird, der in M, final war, kann M, seinen
Keller leeren.
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Theorem 3.34 (leerer Keller — finale Zustande)

Zu jedem PDA M, existiert ein PDA My mit
Li(My) = Ly(Ma).

Idee: Wir simulieren die Maschine M, die Gber
leeren Keller akzeptiert, durch die Maschine M,
die Uber finale Zustande akzeptiert.

M, arbeitet wie M, legt aber ein zusatzliches
Symbol ganz unten in den Keller. Wenn M;
seinen Keller geleert hatte (also das neue unterste
Symbol sichtbar wird), kann M, in einen finalen
Zustand gehen.
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3.5 PDAs

Die Klasse der PDA-akzeptierten Sprachen ist L.

Dazu beweisen wir die folgenden zwei Lemmata,
die zusammen die Aussage des Satzes ergeben.
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Lemma 3.36 (cf-Grammatik — PDA)

Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen
PDA M mit L(M)) = L(G).

Beweis

Sei G = (V,T, R, S) eine kontextfreie Grammatik in
Greibach-Normalform: Alle Grammatikregeln
haben die Form

A—aamitAeV,acT, acV*

Wir konstruieren zu G einen PDA M, der L(G)
akzeptiert.
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Idee: M

m vollzieht die Grammatikregeln nach, die angewendet

worden sein kénnten, um das aktuelle Eingabewort zu
erzeugen und

m merkt sich das aktuelle Wort in der Ableitung bzw.
dessen Rest

m merkt sich auf dem Keller alle Variablen, die im
gedachten Ableitungswort noch vorkommen und noch
ersetzt werden missen.

m Die Variable ganz links liegt zuoberst: M arbeitet mit der
Linksableitung.

mnaten (cf)
3.5 PDAs
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Genauer:

m Die Erzeugung eines Wortes mit G beginnt beim
Startsymbol S.
Deshalb liegt bei M in der Startkonfiguration oben auf
dem Keller ein S.

m Angenommen, G hat 2 Regeln mit S auf der linken
Seite: S — aA; Ay und S — bB, B,
Angenommen, der erste gelesene Buchstabe des
Input-Wortes w ist ein a.
Wenn w von G erzeugt wurde, hat G die erste der zwei
S-Produktionen angewendet. Schieben wir also A; A,
auf den Stack.
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m Der zweite Buchstabe des Eingabeworts muss durch
Anwendung einer Regel A; — a,« erzeugt worden sein.
Angenommen, der zweite Buchstabe des Eingabeworts
ist a1, dann missen die nachsten Buchstaben des
Wortes aus den Variablen in o entstehen.

Wir entfernen A; vom Stack und legen a auf den Stack.

m Was, wenn es zwei Regeln A; — a1 und A1 — aj
gibt? M wahlt indeterminiert eine der Regeln aus.

m Der PDA hat nur einen einzigen Zustand und akzeptiert
Uber den leeren Keller:
Am Ende des Wortes dirfen auf dem Keller keine
Variablen mehr tGbrig sein, aus denen noch mehr
Buchstaben hatten erzeugt werden kénnen.
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Formalist M = (K, X, T, A, so, Zy, F') mit

K:={so},2:=T,1:=V,Zy:=5, F =1,

A = {((s0,a,A), (s0,)) | A = ax € R}.
Bei den Regeln (sg, a, A) A (sy, a) der Ubergangsrelation gilt
a € I'*,da G in GNFist, und a € ¥ U {¢} (¢, da die Regel
S — ein R sein kann).
Wir zeigen nun, dal® mit dieser Definition von M insgesamt
gilt:

Es gibt eine Linksableitung S =" ra mitx € T*,a € V*

gdw
M rechnet (sg, z,S) Fi (s0,¢, @)

Daraus folgt dann unmittelbar, dal L(G) = L,(M) gilt.
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"<" Wir zeigen, dal} es zu jeder Rechnung von M
eine entsprechende Ableitung in G gibt.

Verfahren: Induktion tiber die Ldnge n einer Rechnung von
M der Form Cy = (so,z,S) - Ci F ... = C, = (s0,¢, @).

n=0: Dannistz =¢,a=Sund S =S
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@Kl* [U ‘g;‘l‘a usthal 3.5 PDAS

n — n+ 1: Es gelte Cy = (sg,za,S)FC1 ... C, =
(s0,a,8) F Chi1 = (s0,6,0) mita € X, 5 € V*
und z € V*,
Dann kann der PDA a auch ignorieren und
rechnen

(So,fE,S) ... PO;L: (8075aﬁ>

Daraus folgt nach Induktionsvoraussetzung, dal
S =" x0.

Der Schritt von C), nach C,,; ist

(s0,a,B) F (so, €, ).
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Da 3 der Stack vor dem Rechenschritt ist und o der Stack
danach, gilt:

m 5= Anund

Ba=n7n

mfurein A€ Vundn,ve V*.
Es muss somit fiir diesen Konfigurationsiibergang des PDA
eine Regel

(s0,a, A) A (50,7)

verwendet worden sein.
Daraus folgt, dal A — ay € R wegen der Konstruktion des
PDA, und damit

S ="z = xAn = xayn = rax
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@KW IU ‘Cl‘a USU]H] 3.5 PDAs

"=" Wir zeigen, dal} es zu jeder Ableitung in GG eine
entsprechende Rechnung in M gibt.

Verfahren: Induktion tber die Lange n einer Ableitung in G
der Form

Wy =98 —= w; — ... — W, = TQ

n=0: Dannistz =¢,a =S, und (sg, z,S) F° (s0, ¢, @)
gilt ebenfalls in M.
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3.5 PDAs

n—n+1: Esgelte S = w; = ... = w,, = zAy = za.

Dann rechnet der PDA nach der
Induktionsvoraussetzung

(SOa 2, S) - (SOa £, A’Y)

Fir den Schritt von w,, nach w,, ;1 muss A ersetzt

worden sein: Linksableitung!
Also da € ¥ In € V* (A — an € R wurde

angewandt). Damit ist dann x = za und a = 7.
Wenn A — an € R, gibt es im PDA auch einen

Ubergang (so, a, A) A (sg, 7).
Dann kann der PDA aber so rechnen:

(S(),.CU, S) = (80720’7 S) = (8070’7"47> - (807877]/7) =

(s0,€, ).
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@KW lU ‘(j l‘aus‘thal 3.5 PDAS

Beispiel 3.37

Die Sprache L = {ww” | w € {a,b} "} wird generiert von der
GNF-Grammatik G = ({5, A, B}, {a, b}, R, S) mit

R={S —aSA|bSB|aA|bB
A—=a
B — b}

Daraus kann man mit dem gerade vorgestellten Verfahren
einen PDA mit den folgenden Regeln konstruieren:
(s0,a,S) A (sg, SA)

(s0,a,S) A (sg, A)
(So,b, S) A (SQ,SB)
(807b7 S) A (SOaB)
<807a7A) A (807€>
(SOab> B) A (8076)
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Lemma 3.38 (PDA — cf-Grammatik)

Zu jedem Push-Down-Automaten M gibt es eine kontextfreie
Grammatik G mit L(G) = L(M,).

Beweis

Sei M ein PDA, der eine Sprache L uiber leeren Keller
akzeptiert.

Wir konstruieren aus dem Regelsatz von M eine kontextfreie
Grammatik, die L erzeugt. Wie akzeptiert M ein Wort?

m Jedes Symbol muss aus dem Keller genommen werden:
Akzeptanz uber leeren Keller!
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! TU Clausthal "5 POAS
Pro A-Schritt kann der Keller um héchstens 1 Symbol

schrumpfen, namlich
m entweder mit einem Schritt (¢,a, A) A (¢, ¢)
m oder mit einem Schritt (¢,¢, A) A (¢, ¢)

Fur jedes Symbol, das irgendwann auf den Keller gelegt
wird, muss der Automat also

m entweder einen Buchstaben lesen und das Symbol
l6schen

m oder einen e-Ubergang machen und das Symbol
[6schen
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Clausthal Unive

Wir konstruieren aus moglichen Rechenschritten von M
Variablen unserer neuen Grammatik: Die Variablen sind
3-Tupel der Form

[q, A, p]

Solch eine Variable bedeutet: M kann vom Zustand q in den
Zustand p libergehen und dabei A vom Keller entfernen.

<
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.'l'U ‘(Tl‘aus‘thal

Was ist mit Ubergdngen, die den Stack wachsen lassen?

(q,a,A) A (q1,By...Bp)

m Automat liest ein a, also muss Grammatik ein a
erzeugen.

m Es werden neue Symbole B; ... B, auf den Keller
geschoben.
Also noch mind. m Schritte, um diese zu entfernen.

m Welche Zustande kann M dabei einnehmen?
Grundsatzlich erst einmal beliebige.
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m Wir machen aus einem Ubergang
(q,a,A) A (q1, B: ... By,) des Automaten die
Grammatik-Regeln

[Q7 Aa Qm-i-l] — a[qlv Bla q2][QZ7 BZ7 q3] cee [qm7 Bm7 qm+1]

fur alle Kombinationen beliebiger ¢, . .. g1 € Knm.

m Der Automat entfernt im Endeffekt das A vom Keller,
d.h.: Wenn vorher der Stack Ay war, kommt er in eine
Konfiguration, in der der Stack By, ..., B,y ist.

Er hat das A durch By, ..., B, ersetzt. Was muss er also
jetzt tun, um in eine Konfiguration zu kommen, in
der der Stack ~ ist?

Er muss B; entfernen, dann B, usw., und schliel8lich
B,,.
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m Welche Zustande werden dabei durchlaufen?
Bevor der Automat B, entfernt, ist er im Zustand ¢, da
der Rechenschrittja (¢,a, A) A (q1, By ... By,) ist.
Nachdem der Automat B, entfernt hat, ist erin
irgendeinem Zustand, nennen wir ihn gs.
Nachdem der Automat schlieBlich B,, entfernt hat, ist er
in irgendeinem Zustand, nennen wir ihn ¢, 1.

m Wenn wir die 3-Tupel jetzt als Variablen sehen, was wird

dann aus ihnen?
Oben haben wir gesagt:
m Jedes Symbol muss aus dem Keller genommen werden.
m Pro A-Schritt kann der Keller um héchstens 1 Symbol schrumpfen.
m Fir jedes Symbol, das irgendwann auf den Keller gelegt wird, muss
der Automat also entweder einen Buchstaben lesen und das Symbol
I6schen, oder einen e-Ubergang machen und das Symbol 1schen
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In unserem (einen) Rechenschritt (¢,a, A) A (q1, By ... Bn)
werden m neue Symbole B, ... B,, auf den Keller des PDA
geschoben.

Also sind noch mindestens m Schritte des PDA nétig, um sie
zu entfernen. In jedem dieser Schritte wird ein ¢ oder ein
Buchstabe gelesen.

Wir haben m Variablen [¢1, B1, ¢s], - - -, [qms Bm, Gm1]
erzeugt.

Aus jeder dieser Variablen wird entweder ¢ oder ein
Buchstabe (plus eventuell weitere Variablen, falls der
Automat mehr als m Schritte macht, um By, ..., B,, zu
enfernen).
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@fw IU C l‘a usthal
SeiM = (K, X, T, A, sq, Zy, F') ein PDA, so konstruiert man
daraus die Grammatik G = (V| T, R, S) mit
V={lg, A, | ¢p€c K, AcT}U{S}
T=X
R enthélt die Regeln

S — [so, Zo,q| furalle g € K,

u [Q7 Aa qm+1] —> a [qla Bh QQ] [QZa B?a Q3] .. [Qma Bm7 QMJrl]
fur jeden A-Ubergang (q,a, A) A (q1,B1 ... B)
und fur alle Kombinationen beliebiger ¢, . .., ¢ni1 € K,
und
u [Q7 A7 Q1] —a fur (q7 a, A) A (qh 5)
Dabei ist wieder a € ¥ U {¢}.
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Es ist nun noch zu beweisen, dal} damit gilt:

([g, A, p) =" z) gdw ((g,z, A) F* (p, €, €))

firp,qg e K,A eI,z € ¥*, woraus sofort L,(M) = L(G)
folgt.

"<" M rechne
(¢,z,A) =CoFC1 - ...FC, = (p,e,e).
Wir zeigen, dal} es eine entsprechende
Grammatik-Ableitung gibt, per Induktion tber
die Lange n der Rechnung von M.
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.'(l‘qufjlausLhal 3.5 PDAS
n—=1:Esistzx =coderz =a e X.
Das heildt, es wurde eine A-Regel
(q,z,A) A (p,e) angewendet.
Nach der Konstruktion von G ist damit aber
¢, A,p] >z €R.
Also gilt [¢, A, p] =" .

n—mn-+1: Seiz=aymity € ¥* a € LU {e}.
Dann rechnet der Automat Cyy = (¢, ay, A)
(QIa Y, BIBQ oo Bm) = Cl = On+1 - (p757 5) far
eine A-Regel (q,a,A) A (¢1, B1Bs ... By)
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Seinuny =y ...yn, vy € 2%
m Es sind im Moment B; ... B,, auf dem Keller. Diese
Variablen miissen wieder entfernt werden.
m Sei y; das Teilsttick von y, wahrend dessen Abarbeitung
B; vom Stack entfernt wird.
m Wahrend diese Stacksymbole entfernt werden, ist der
PDA in irgendwelchen Zustanden.
Er sei in ¢;, bevor y; abgearbeitet und B; entfernt wird.

Dann gilt also:
Elq2a <o Gmtl ((q’w Yi, Bl) = (qi-‘rla 675)7 I1<i< m)

Nach der Induktionsvoraussetzung kann man in diesem
Fall aber mit der cf-Grammatik Ableitungen
[9i, Bi, giv1] =" y; durchfuhren.
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Damit und wegen des Schritts von Cj nach C; gibt es eine
Ableitung

[q»Aap] = a[q17B17q2] cee [QmaBm»Qm+1] =" ayi ... Ym = ay =T
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! TU Clausthal S PO
”=" Es gebe in GG eine Ableitung der Form
wo =[q, A, p| = v = ... = w, = =.
Wir zeigen, dal} es eine entsprechende Rechnung in M

gibt, per Induktion tUber die Lange n der Ableitung.

n = 1: Wenn G [g, A, p] = x ableitet, dann gibt es
nach der Konstruktion von G eine A-Regel

(¢,7,A) A (p,e)
Also rechnet der PDA

(q,2,A) F" (p,€,¢)
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n — n+ 1: Angenommen, G erlaubt die Ableitung

[Q7 Aa Qerl] — a [q17 Bl, Q2] c . [Qma Bma Qm+1] ==
W) —> ... == Wpy1 =T

Dann |aRt sich 2 schreiben als
T =axy...Tm

Dabei ist
[% B;, qz‘+1] — 75

jeweils eine Ableitung in < n Schritten fir 1 <i < m.
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@KW lU ‘(j l‘aus‘thal 3.5 PDAS

Der erste Schritt dieser Ableitung in G muss entstanden
sein aus einem PDA-Ubergang (q,a, A) A (¢1, B: ... Bp).

Fir die weiteren Schritte kann nach
Induktionsvoraussetzung der PDA (g;, x;, B;) F* (¢iy1,€,€)
rechnen. Insgesamt rechnet der PDA also

(¢,2,A) = (q,az1 ... Tpm, A) F (q1,21 ... Ty, By ... Bp)
l_* (qz,xl I‘m’Bl . Bm) l_* (qm+1,€,€). D
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Beispiel 3.39

Sprache: Ly, = {a™b™ | n € Ny}
L, wird Uber leeren Keller akzeptiert von dem PDA

M = ({80,81} {& b}, {Zo,A},So,Zo,®> mit den Regeln
1. (SQ,&T Zo) (80,8

2. (so,aq, Zo) (80, A)

3. (SQ ) (SQ, AA)

4. (so,b ) A (s1,€)

e

(31,b A) A (s1,¢)
Entsprechend Lemma 3.38 transformieren wir M in eine
cf-Grammatik G.
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Die Transformation ergibt folgende Grammatik-Regeln:

1.
2.

3.

S

S — [So,Z(],So] | [80,20,81]
[So,Zo,S(]] — &

[80, Z(), So] = CL[S(),A SQ]

[80, Z(), 81] = a[So,A 81]
[s0, A, So] — also, 4, so][s0, 4, So]
[s0, A, o] — also, 4, s1][s1, 4, so]
[s0, A, 51] — also, A, so][s0, A, 51]
[507A7 51] - CL[S(), 781][ A ]
[s0, A, 51] —
[s1,4,51] =

3 Kellerautomaten (cf

)
3.5 PDAs
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Lesbarer haben wir damit folgende Grammatik:
S—A|B

A—aCle

B — aD

C —aCC | aDE

D — aCD | aDF | b

F—=b
Man sieht jetzt:

m Variable E ist nutzlos, und damit auch die Variable C.

m Die Grammatik enthalt Kettenproduktionen und
nullbare Variablen.
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@KW IU ‘Cl‘a USU]H] 3.5 PDAs

Wenn wir die Grammatik von diesen tberflissigen
Elementen befreien, bleiben folgende Regeln tbrig:
S —el|aD

D — aDF | b

F—=0

Mit dieser Grammatik kann man z.B. folgende Ableitung

ausfuhren:
S —= aD = aaDF = aaaDF'F = aaabF'F

= aaabbl' = aaabbb
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3.6 Der CYK-Algorithmus
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3 Kellerautomaten (cf)
3.6 Der CYK-Algorithmus

Gegeben: eine cf-Grammatik G, so dal® L(G)

eine Sprache ist Uber ¥, und ein
Wort w € ¥*

Frage: Ist w e L(G)?

Eine Losung eines solchen Problems ist ein
Algorithmus, der diese Frage fur jede
Probleminstanz beantwortet, also fur jede
cf-Grammatik G und jedes Wort w.
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Das Wortproblem und Ls:

m Gegeben eine rechtslineare Grammatik GG, so dal} L(G)
eine Sprache ist Uber 3, und ein Wort w € ¥*.

m Konstruiere aus GG einen e-nd e.a. A;.
m Konstruiere aus A; einen nd e.a. As.
m Konstruiere aus A, einen e.a. As.

m Probiere aus, ob A; das Wort w akzeptiert. Dazu braucht
der Automat A3 genau |w| Schritte.
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@Ku 'l‘U Cl a LlSthal 3.6 Der CYK-Algorithmus

Das Wortproblem und L:

m Wir wissen, wie man zu jeder cf-Grammatik G einen
Pushdown-Automaten konstruiert.

m Aber ein Pushdown-Automat kann e-Ubergédnge
machen, in denen er das Wort nicht weiter liest.

m Wie kann man dann garantieren, dal der Automat in
endlich vielen Schritten das Wort w zu Ende gelesen
hat?

m Ein Verfahren ist nur dann ein Algorithmus, wenn
garantiert ist, dald es fur jede beliebige Eingabe nach
endlich vielen Schritten halt.

m Deshalb verwenden wir jetzt ein ganz anderes
Verfahren, ohne Pushdown-Automaten: den
Cocke-Younger-Kasami (CYK) - Algorithmus.

m Die Grundidee des Algorithmus ist auch unter dem
Namen Chart-Parsing bekannt.
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Chart-Parsing
m Gegeben eine cf-Grammatik G, die eine
Sprache Uber ¥ erzeugt, und ein Wort w € ¥*.
m Wir versuchen, von w aus Grammatikregeln

riickwarts anzuwenden, um im Endeffekt
beim Startsymbol S von G anzukommen.

m Die wichtigste Frage lautet also:
Welche Regeln konnen angewendet worden
sein bei der Erzeugung von w?
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en (cf)
3.6 Der CYK-Algorithmus

Beispiel 3.40
Die Grammatik G = ({S}, {a,b}, R, S) mit

R={S—aSa | bSb | aa | bb}
erzeugt die Sprache {vvf | v € {a,b}"}

Betrachten wir das Wort w = abbaabba. Was sind
mogliche letzte Schritte von Ableitungen, die
zu w gefiihrt haben konnen?

® aSaabba = abbaabba
m abbSbba = abbaabba
B abbaaSa = abbaabba
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@Kl* ,’[‘U Cla LlSthal 3.6 Der CYK /\\gouthn\wus

Nehmen wir noch weitere Schritte dazu. Mdglich
ware z.B.

maSSSa = aSaaSa = aSabba =
aaSaabba = aabbaabba

mS— aSa = abSba = abbSbba = abbaabba

Die erste Ruckwarts-Ableitung hat nicht zum Ziel
gefuhrt, die zweite schon.
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@Ku '[‘U Cla u St l] a 1 3.6 Der CYK-Algor \‘lh‘nﬂus

Bemerkung:

m Wir kénnten jede mogliche Ableitung
rickwarts von w bis zu S einzeln verfolgen.

m Dabei wiirden wir viel Arbeit mehrmals
machen.
Z.B. haben wir bei beiden
Rickwarts-Ableitungen, die wir gerade
berechnet haben, festgestellt, dal® die
mittleren aa in abbaabba nur aus S
entstanden sein konnen.

m Wir merken uns alle méglichen einzelnen
Ableitungsschritte in einer Chart, um
Mehrfacharbeit zu vermeiden.
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Beobachtung: Wenn das Wort w in der Sprache L(G) ist,

haben wir am Ende der Berechnung eine mit S markierte

Kante in der Chart, die vom ersten bis zum letzten Knoten
reicht.
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In welcher Reihenfolge bearbeiten wir die
Chart?

m Die rechte Seite einer cf. Regel kann beliebig
lang und komplex sein. Es ist einfacher, wenn
man nur Regeln von normierter Lange
betrachtet. Wir fordern:

Grammatik ist in Chomsky- Normalform.
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Damit haben wir nur noch zwei Regelformen:
mA— ABund
mA—a.

Also missen wir immer nur zwei benachbarte
Kanten betrachten, um herauszufinden, ob
daruber eine neue Kante eingefugt werden kann.
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@Kl* [ U Llaust}lal 3.6 Efe(r CYK l\\gor‘\thn\mz

Berechnungsreihenfolge:

m Zunachst berechnen wir die Kanten, die einen
Buchstaben tberspannen.

m Dann die, die zwei Buchstaben tberspannen.

m Und so weiter, zum Schluss prifen wir, ob wir
eine Kante in die Chart eintragen kdnnen, die
alle |w| Buchstaben Uberspannt.
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@Ku TU ClaUStha] 3.6 Der CYK—/\\gornhjm(us

Eine Grammatik in CNF, die auch L(G) = {vvf | v € {a,b}*}
erzeugt: G = ({5, Su, Sy, A, B}, {a, b}, R, S} mit

R={ S—AS, | BS, | AA | BB
S, — SA
Sb—>SB
A—a
B — b}

Darstellung der Chart:
m als ein Array der Grofe |w| x |w|.
m Fir eine Kante, die i. bis j. Leerstelle Giberspannt und mit
A markiert ist, steht im [i, j|-Element des Arrays die
Eintragung A.
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Chart-Eintrage: Prinzip

3 Kellerautomaten (cf)
3.6 Der CYK-Algorithmus

und nun in der Chart :

aj a2 az | G4 Qn,
a; | Ay
a3 Ay
as As
Qy B e ‘/i,j Ay

1
A€ V;k — Ce V}—l—l,kz

. A,
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Jetzt formaler:

Definition 3.41 (M x N)

Sei L = L(G) kontextfrei, und G = (V,T, R, S) in
Chomsky-Normalform. Mit M, N C V sei

M+«N:={AeV |3Be M,3C e N: A— BC € R}

m Sei M die Menge aller Kanten, die den i-ten bis j-ten
Buchstaben tiberspannen, und

m sei N die Menge aller Kanten, die den j + 1-ten bis k-ten
Buchstaben Giberspannen,

dannist M x N die Menge aller neuen Kanten, die man tber
den i-ten bis k-ten Buchstaben spannen kann.
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Mu TU ClaUSthal 3.6 Der CYK-Algorithmus

Definition 3.42 (w;;, VY

Esseiw =a;...a, mita; € X, soistw;; :=a;...aq;
das Infix von w vom i-ten bis zum j-ten
Buchstaben, und es sei

‘/;15 = {A eV | A :>Z wi,j}

Frage: Wie finden wir alle neuen Kanten, die den
i. bis k. Buchstaben iiberspannen?
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Mu TU ClaUSthal 3.6 Der CYK-Algorithmus

Indem wir alle Paare von zwei alten Kanten
betrachten, die zusammen genau den i-ten bis
k-ten Buchstaben Uberspannen.

Lemma 3.43
Seiw=ay...a, a; €3, d.h. |w| =n.Dann gilt:
mVi,={Ac€V|A—a €R}

k—1
BVie=U Vij*xViaxfirl<i<k<n
Jj=t
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Clausthal University of Technolog;

BVi,={AcV|A=}a}={AcV]|A—aq R} daG
in CNF ist.

A€W7kmit1§i<k§n

gdW A:%ai...ak

gdw 3j,i<j<k:3B,CeV:A=— BC,und
- B:%wi,j;és

und C =" wj,1x # € (da G in CNF ist)

gdw 3Jj,i<j<k: dB,CeV:A= BC

~ undBeV;und C € Vi1

gdW E|j,’i§j<k2A€V;7j*V}+1,k
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@Ku TU ClaLlSthal 3.6 Der CYK-Algorithmus

CYK steht fur Cocke-Younger-Kasami. J

Input sei eine Grammatik G in CNF und ein Wort

w=a...a, € 2.

(i) fori:=1tondo / * Regeln A — a eintragen * /
Vi,i::{A€V|A—>aiER}

(ii) forh:=1ton—1do
fori:=1ton—hdo
ith—1
Viith = U Vi * Vigtien
j=t

(iii) if S € V1, then return Ausgabe w € L(G)
else return Ausgabe w ¢ L(G)
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@Kw ,’l‘U ClaLlSlhal 3.6 Der CYK /\\gouthn\wus

Eigenschaften:

m Die Korrektheit des Algorithmus folgt aus
Lemma 3.43.

m Fir Worter der Lange |w| = n entscheidet der
CYK-Algorithmus in der GroRenordnung von
n3 Schritten, ob w € L(G) ist.
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[] TU (JlaUSthal 3.6 De(r i;:(t—‘/\(\”glmyv‘rniu
Clausthal University of Technolog

Zusammenfassung des CYK-Algorithmus:

m Es geht um das Wortproblem fir L,: Gegeben eine
cf-Grammatik G und ein Wort w, ist w € L(G)?

m Vorgehensweise: Wir rechnen von w aus rickwarts:
Welche Teilworte von w kdnnten durch welche
Regelanwendungen entstanden sein?

Wir versuchen, riickwarts bis zum Startsymbol zu
rechnen.

m Dazu legen wir alle Zwischenergebnisse in einer Chart
ab — alle, auch die, die im Endeffekt nicht zu einer
Losung fihren.
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m Das Wort w liegt in L(G), wenn der
Algorithmus eine S-Kante findet, die die
ganze Chart liberspannt.

m Die Eingabegrammatik G soll in
Chomsky-Normalform vorliegen.

m Berechnungsreihenfolge: Anfangend bei
Kanten, die einen Buchstaben Uberspannen,
bis zu der (mdglichen) Kante, die |w|
Buchstaben tberspannt.
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3 Kellerautomaten (cf)
3.6 Der CYK-Algorithmus

Beispiel : Leere Chart

a

b

b

a

a

b

b

a

QIS QTR

Prof. Dr. Jiirgen Dix

Clausthal, WS 17/18 360



Q‘m TU Clausthal

Clausthal University of Technology

3 Kellerautomaten (cf)
3.6 Der CYK-Algorithmus

Beispiel: Chart nach Eintrag der Regeln A — a

a

b

b

a

a

b

b

a

A

B

QIS QTR
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Clausthal U

lausthal University of Technology

Beispiel: Chart nach Eintrag der Regeln A — @ und erstem
Lauf durch die For-Schleife h = 1

al| A

b| - | B

b S | B

a - A

a S| A

b - | B
b S | B
a - A
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Clausthal U

lausthal University of Technology

Beispiel: Chart nach Eintrag der Regeln A — a und 2.tem

Lauf durch die For-Schleife h = 2

al A

b| - | B

b|-|S|B

al |S,|-|A

a -1 S| A

b Sy| - | B
b -| S |B
a S.| - | A

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 363



¥y 3 Kell f
s TU Clausthal 3.6 Der CYKAlgorichmus
Clausthal U
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Beispiel: Chart nach Eintrag der Regeln A — @ und 3.tem
Lauf durch die For-Schleife h = 3

al| A

b| - | B

b|-|S|B
a|lS|S,| - | A

a - -1 S|A

b S|S, | -1|B
b -1 -18|B
a S|1S,| -] A
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Clausthal U

lausthal University of Technology

Beispiel: Chart nach Eintrag der Regeln A — a und 4.tem
Lauf durch die For-Schleife h = 4

al A

b| - | B

b|-1S|B
a|lS|S,| - | A
al-|-1-18]A

b -1 S|S | -] B
b Sy,| -|-|S|B
a - 1SS, - 1A
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Beispiel: Chart nach Eintrag der Regeln A — @ und 5.tem
Lauf durch die For-Schleife b = 5

al A

b| - | B

b|-1S|B
a|lS|S,| - | A
al-|-1-18]A
b|-|-185|8]|-|B
b S|1S,|-|-|S|B
a - - 1SS, -1 A
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[ TU ClaU.Sthal 3.6 Der CYK-Algorithmus
Clausthal University of Technology

Beispiel: Chart nach Eintrag der Regeln A — a und 6.tem
Lauf durch die For-Schleife = 6

al A

b| - | B

b|-1S|B
a|lS|S,| - | A
al-|-1-18]A
b|-|-185|8]|-|B
bl -1 S|S|-|-|S|B
al | Sg| -] -18|8,]|-1A
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[ TU ClaUSthal 3.6 Der CYK-Algorithmus
Clausthal University of Technolog

Beispiel: Fertige Chart: h =7

al A

b|-| B

b| -S| B
alS|S,| - | A

al -] -|-|189A

b| - -185|S8]|-|B
bl -1 S|S|-|-|S|B
a|l S| S, | -] -18|8]|-1A

In dem Feld [1, n] steht S, also ist abbaabba € L(G).
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3.6 Der CYK-Algorithmus

Zusammenfassung des CYK-Algorithmus:

m Der CYK-Algorithmus I6st das Wortproblem fir Ls:
Gegeben eine cf-Grammatik G und ein Wort w: ist
w e L(G)?

m Vorgehensweise: Wir rechnen von w aus riickwarts:
Welche Teilworte von w konnten durch welche
Regelanwendungen entstanden sein?

Wir versuchen, riickwarts bis zum Startsymbol zu
rechnen.

m Dazu legen wir alle Zwischenergebnisse in einer Chart
ab — alle, auch die, die im Endeffekt nicht zu einer
Losung fuhren.
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Zusammenfassung des CYK-Algorithmus:

m Das Wort w gehort zu L(G), wenn der
Algorithmus eine S-Kante findet, die die
ganze Chart iiberspannt.

m Die Eingabegrammatik G soll in
Chomsky-Normalform vorliegen.

m Berechnungsreihenfolge: Anfangend bei
Kanten, die einen Buchstaben Uberspannen,
bis zu der (moglichen) Kante, die |w|
Buchstaben Uberspannt.
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3.7 Entscheidungsprobleme
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EhtScheidungsprobIeme fir L,

Sei L, Ly, Ly € Ly gegeben, d.h. wir haben PDAs A, A;, A,
oder kontextfreie Grammatiken G, G, G, fur L, L; und L,

3 Kellerautomaten (cf)
3.7 Entscheidungsprobleme

Problem Input | Frage Entscheidbar?
Wortproblem weX |welL? Ja®
Leerheitsproblem L=0? Ja’
Endlichkeitsproblem |L| endlich? Ja®
Aquivalenzproblem Ly = Ly? Nein®

6CYK-Algorithmus

71st das Startsymbol S co-erreichbar?
8Grammatik in CNF bringen, (keine nutzlosen Symbole):

m Ist das Startsymbol S co-erreichbar?
m Gibt es eine Variable A, aus der ein Wort « A € (V U T)* ableitbar ist?

°Nicht gezeigt

Prof. Dr. Jiirgen Dix
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3.8 Abschlusseigenschaften
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ITU ClaUSthal 3.8 Abschlusseigenschaften
Clausthal University of Technolog;

Theorem 3.44 (Abschlusseigenschaften von L)

L, ist abgeschlossen gegen U, o und *.

Seien G; = (V;, T3, R;, S;) miti € {1,2} zwei
cf-Grammatiken, L; = L(G;) und V; N V4 = (.
ZuU: G := (‘/1 GRZNE {Sneu};Tl U1y, Ry URyU
{Sneu — Sl | 52}, Sneu) erzeugt gerade
L1 U L2.
Zzuo: G := (Vi U ‘/2 U {Sneu}aTl U TQ,Rl U RQ U
{Snew — S152}, Snew) €rzeugt gerade
Lqo L.
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S1Sneu | €}, Snew) €rzeugt gerade Li. [

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 375



'!@lfl%’ 3 Kellerautomaten (cf)
= TU ClaU.Sthal 3.8 Absch\uss:{gensch’aﬂen
Clausthal U

lausthal University of Technology

Theorem 3.45 (N, —)

L, ist nicht abgeschlossen gegen N und —.
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ITU Clausthal 3.8 Abschlusseigenschaften
Clausthal University of Technolog;

Beweis

zun: Ly = {a™"c™ | n,m € N, } wird erzeugt von
Gl = ({S, Sl, T}, {(L, b, C}, Rl, S) mit
R, = { S—S'T
S'—aS'b | ab
T—cT | c}
Ly = {a™b"c" | n,m € N} wird erzeugt von
Gy = ({S,5, T}, {a,b,c}, Ry, S) mit
R2 = { S—TS’
S'—=bS'c | be
T—aT | a}
Sowohl L; als auch L, sind cf, aber
L1 N L2 = Labc = {a”b”c" | n e N+} g L2.
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@Ku 'l‘U Cla u St l] a 1 3.8 Abschlusseigenschaften

zu —: Nehmen wir an, L, ware abgeschlossen
gegen —. Aber L; N Ly = —=(—L; U —Ly),
damit ware L, auch abgeschlossen
gegen N — ein Widerspruch. ]

V.
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3 Kellerautomaten ({
3.8 Abschlusseigenschaften

Abgchlusseigenschaften fir kontextfreie

Sprachen

Sei L, Ly, Ly, € Ly gegeben, d.h. wir haben PDAs A, A;, A;
oder kontextfreie Grammatiken G, G, G5 fir L, L, und L.

Sei M € Ls.

Operation Frage Konstruktion | Antwort

Vereinigung L, U Ly € Ly? | Grammatik- Ja
Vereinigung

Schnitt LiNLy e Ly? Nein

Konkatenation | L, o Ly € Ly? | Startregel Ja

Stern L* € Ly? Startregeln Ja

Negation LeLy? Nein

Schnitt mit Ls- | M N L € L,? | Produkt- Ja

Sprache Konstruktion

Prof. Dr. Jiirgen Dix
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Clausthal University of Technolog;

4. Turing Maschinen (re)

Turing Maschinen (re)
m DTM’n
m FluRdiagramme
m Varianten von TMn
m NTM’n
m Universelle DTMn
m Entscheidbar/Aufzahlbar
m DTM=Typ O
m Unentscheidbar
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el TU Clausthal

Der Inhalt dieses Kapitels:

Was ist eine berechenbare Funktion?

Wie schreibt man ein Programm fiir eine DTM?

Tabellen- versus FluBdiagramm- Darstellung.

Modifikationen von DTMn: (mehrere) Halbbander,
zweiseitig unbeschrankte Bander.

DTM versus NTM.

@ Godelisieren: Programme als Worter in 2.

Aufzdhlbar versus entscheidbar.

B Unentscheidbarkeit, Reduktionen.

Clausthal, WS 17/18 381
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Berechenbarkeit: Betrachtet werden
Abbildungen uber den natirlichen Zahlen N.

Frage:

Welche davon sollen berechenbar genannt
werden?

Komplexitat: Um die Komplexitat eines
Algorithmus’ zu messen braucht man ein
Maschinenmodell zum Vergleich!

Frage:
Welches Modell wird gewahlt?
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Robustheit: Das Modell soll nicht von einfachen
Modifikationen abhangig sein.

Es muss robust gegentiber kleinen
Veranderungen sein.

Die Maschine unter den Maschinen:

o o P o D
c M3 PP Ty
(Onering to rule them all.)

Dieser ring ist die Turing-Maschine, benannt nach
Alan Mathison Turing.
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Church’s These
Church’s These besagt:

Der intuitive Begriff von Berechenbarkeit findet
seine formale Ensprechung im mathematischen Be-
griff der Turingmaschine.

Etwas ist algorithmisch Iésbar, soll bedeuten, es kann
mit einer Turingmaschine gelést werden.

m Die Church’sche These kann nicht formal bewiesen
werden.

m Sie konnte aber widerlegt werden, wenn es jemandem
gelange, ein Problem zu konstruieren, das intuitiv
berechenbar ist, aber nicht durch eine DTM gel6st
werden kann.

m Dies ist jedoch sehr unwahrscheinlich.
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Vom ea. liber den PDA zur Turingmaschine

Endliche Automaten akzeptieren reguldre
Sprachen.

m Ein Speicher: der Zustand. Es wird jeweils ein
Zustand aus einer endlichen Zustandsmenge
eingenommen.

m Das Eingabewort wird nur einmal gelesen, und
zwar von links nach rechts.

m Die Zustandsmenge kann sehr grol} sein, ist
aber endlich.

Endliche Automaten konnen nicht einmal
alle kontextfreien Sprachen akzeptieren.
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Vom ea. iiber den PDA zur Turlngmaschlne

Keller-Automaten akzeptieren kontextfreie
Sprachen.
m Erster Speicher: der Zustand. Es wird jeweils ein Zustand
aus einer endlichen Zustandsmenge eingenommen.
m Zweiter Speicher: ein Keller (stack), der beliebig viele
Zeichen aus einem endlichen Keller-Alphabet
aufnehmen kann. Zugriffsart: LIFO
m Das Eingabewort wird nur einmal gelesen, und zwar
von links nach rechts.
m Der Keller kann beliebig gro® werden, nur die
Zugriffsart ist beschrankt.
Diese Beschrankung der Automaten sieht nicht sehr
grold aus —ist es aber doch: Keller-Automaten kénnen
nicht einmal alle kontextsensitiven Sprachen
akzeptieren.
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Vom ea. iiber den PDA zur Turlngmaschlne

Was ist mit PDA’s mit 2 Kellern?

Als dritten Automatentyp behandeln wir jetzt
Turing-Maschinen.

Ausblick

Die von Turing-Maschinen akzeptierten Sprachen sind
genau die in Ly: Sprachen vom Typ O.

Eigenschaften von Turing-Maschinen:

m Erster Speicher: der Zustand. Es wird jeweils ein Zustand
aus einer endlichen Zustandsmenge eingenommen.

m Zweiter Speicher: ein beliebig grolRer Speicher, der
Zugriff an beliebigen Stellen erlaubt.
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Vom ea. liber den PDA zur Turingmaschine

m Zusatzlich sind Turing-Maschinen sehr einfach
aufgebaut. Vorteile:

® Man kann leichter etwas Uber Turing-Maschinen beweisen als tiber
komplexer aufgebaute Maschinen — weniger Fallunterscheidungen.

m Aussagen Uber diese einfach aufgebauten Automaten lassen sich gut
verallgemeinern auf komplexer aufgebaute Rechensysteme.

m Form dieses zweiten Speichers: ein unendlich langes
Band. Die Turing-Maschine hat einen Schreib-/Lesekopf,
die sie Uber diesem Band in einem Rechenschritt um ein
Feld nach rechts oder links bewegen kann.

m Das Eingabewort steht auf dem unendlich langen Band
geschrieben. Die Maschine kann es damit beliebig oft
lesen.
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Vom ea. iiber den PDA zur Turingmaschine

Wir werden sehen, dal} Turing-Maschinen

deutlich machtiger sind als Keller-Automaten. Sie
konnen sogar Sprachen akzeptieren, die lber
die Klasse der Sprachen vom Typ 1 hinausgehen.
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4.1 DTM’n
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- TU ({‘laUS‘thal flurng 4.1 DTM'n

Definition 4.1 (Turing-Maschine (DTM))

Eine deterministische Turing-Maschine (DTM)
M ist ein Tupel M = ( K, X, 4, s ). Dabei ist
m K eine endliche Menge von Zustanden mit
h € K (h ist der Haltezustand),
m X ein Alphabetmit L, R € X, # € %,
mo: K xY— (KU{h})x (XU{L, R}) eine
Ubergangsfunktion, und
m s € K ein Startzustand.
Anzahl der Zustdnde: | K| — 1 (s nicht gezahlt).
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& TU Clausthal S

In einem d-Ubergangsschritt 6(q, a) = (¢, z) kann eine
Turing-Maschine
m in Abhdngigkeit vom aktuellen Zustand ¢ € K und
m in Abhdngigkeit von dem gelesenen Zeichen a € ¥ (das
momentan unter dem Schreib-/Lesekopf steht),
folgendes tun:
m Sie kann entweder einen Schritt nach links tun, falls
x = List,
m oder einen Schritt nach rechts tun, falls = = R ist,
m oder das Zeichen a, das momentan unter dem
Schreib-/Lesekopf steht, durch b € 3 liberschreiben,
falls z = b € ¥ gilt.

Zusatzlich geht sie in einen Zustand ¢’ € K U {h} Uber.
Da h ¢ K ist, kann es nie einen 6-Ubergang von h ausgeben.
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Clausthal University of Technolog;

Wichtig:

Das spezielle Zeichen # (blank) ist das
Leerzeichen. Es ist nie Teil des Eingabeworts;
man kann es u.a. dazu benutzen, (Eingabe)
Worter voneinander abzugrenzen.
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Wie sieht eine Turing-Maschine aus?

m Band einer DTM ist einseitig unbeschrankt:

= Nach rechts ist es unendlich lang.

= Nach links hat es ein Ende.

= Wenn eine DTM versucht, das Ende zu
Uberschreiten, bleibt sie hangen. In diesem Fall halt
sie nicht.
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m Zu Beginn der Rechnung sieht das Band so aus:

= Ganz links steht ein Blank.

= Direkt rechts davon steht das Eingabewort.

= Wenn eine DTM mehrere Eingabeworter
hintereinander bekommt, sind sie durch Blanks
getrennt.

= Rechts vom letzten Eingabewort stehen nur noch
Blanks.

m Zu Beginn der Rechnung steht der Schreib-/Lesekopf der
DTM auf dem Blank direkt rechts neben dem (letzten)
Eingabewort.

m Das Band enthalt immer nur endlich viele Symbole,
die keine Blanks sind.
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Beispiel 4.2 (Replace(a): a’s durch b’s ersetzen)
Die folgende Turing-Maschine Replace(a)
erwartet ein Eingabewort. Sie liest es von rechts
nach links einmal durch und macht dabei jedes a
zu einem b. Es ist
Replace(a) = ( {s,q1}, {a,b,#},0,s ) mit
folgender ¢-Funktion:

(s, #) = (@, L) (@, #) = (h, #)

<$,CL> = <8,CL> <QI7CL> = <q17 b>

<va> = <va> <QIab> = <Q1>L>

Wir notieren eine Rechnung dieser DTM zunachst
einmal informell.
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Beispiel 4.3 (L)
Die folgende Turing-Maschine L lauft zum ersten
blank links von der momentanen Position.
Esist L. = ({s,q:},{a,b,#},0,s ) mitfolgender
d-Funktion:

<$7 #> = <Q17 L> <Q17 #> = <h7 #>

<S,CL> = <Q17L> <Q1,CL> = <Q17L>

<57b> = <q17L> <Q17b> = <Q17L>
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Wir wollen nun ein DTM Copy realisieren.
Eingabe ist ein String bestehend aus Einsen.
Dieser String soll einfach kopiert werden.

D.h. falls n Einsen auf dem Band stehen, sollen
nach Ausfihrung von Copy 2n Einsen auf dem
Band stehen (getrennt durch ein Blank #).
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Beispiel 4.4 (Copy )

Die Maschine Copy benutzt 8 Zustande:

Prof. Dr. |iirgen Dix

state +# 1 c
S (q1,¢) - -
@ | (g2, R) | (@1, L) | (@1, L)
%@ — | (a3, #) | {7, #)
@G | (@ R)| - =
| (g,1) | {qa, R) | (@, R)
g | (g, 1) | (g5, L) | (g5, L)
6 - {2, R) =
qa | (e R)| — —
qs <h7#> <QS7R> -

Clausthal, WS 17,

schinen (re)
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18 399
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Fir Copy haben wir die Ubergangsfunktion 4
nicht Gberall definiert. Man beachte allerdings,
dal} es niemals eine Situation fur Copy gibt, in
dem etwa in g5 ein # gelesen werden kann. Daher
kann man irgendwelche Werte einsetzen, um ¢ zu
einer Funktion zu machen.

Fakt 4.5 (Ubergangsfunktion § nicht iiberall definiert)

Man IGt in der Literatur auch zu, dal 6 nicht
tiberall definiert ist. Falls die DTM dann in einen

solchen nichtdefinierten Zustand kommt, sagt man
auch die DTM hangt. Sie hdlt also nicht. Fiir uns ist
allerdings die Ubergangsfunktion (iberall definiert.
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Fur jedes n € N konstruieren wir eine Maschine,
die genau n Einsen auf das leere Band schreibt:

mit moglichst wenig Zustanden.
Beispiel 4.6 (Print,)

Fir gegebenes n, schreiben wir zunachst| 5] viele
Einsen auf das Band (hochstens |3 | Zustande).
Dieser String wird kopiert (8 Zustande). Dann
ersetzen wir das trennende # mit einer 1. Falls n
gerade ist, ersetzen wir noch die letzte 1 durch #
(2 neue Zustande).

Insgesamt konnen wir n Einsen mit hochstens

| 5] + 10 Zustdnden konstruieren.
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Konfigurationen:

Den Begriff haben wir auch schon fir
Keller-Automaten eingefihrt.

m Eine Konfiguration beschreibt die komplette aktuelle
Situation der Maschine in einer Rechnung.

m Eine Rechnung ist dann einfach eine Folge von
Konfigurationen, wobei immer von einer Konfiguration
zu einer Nachfolgekonfiguration Gibergegangen wird.

Die Konfiguration einer DTM besteht aus 4 Elementen:

m dem aktuellen Zustand g,

m dem Wort w links vom Schreib-/Lesekopf,

m dem Zeichen a, auf dem der Kopf gerade steht, und
m dem Wort u rechts von der aktuellen Kopfposition.
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Wir wissen folgendes tber die 4 Elemente:

m w enthalt das komplette Anfangsstiick des Bandes bis
zur aktuellen Kopfposition. Links ist das Band endlich!
w = ¢ bedeutet, dal® der Kopf die linkeste Position auf
dem Band einnimmt.

m v enthalt den Bandinhalt rechts vom Schreib-/Lesekopf
bis zum letzten Zeichen, das kein Blank ist. Nach rechts
ist das Band unendlich, aber es enthalt nach rechts
von einer bestimmten Bandposition an nur noch
Blanks.

u = e bedeutet, dal} rechts vom Schreib-/Lesekopf nur
noch Blanks stehen. u darf also Giberall Blanks besitzen,
nur nicht als letzten Buchstaben.

Konfiguration ist endlich: Die endliche Beschreibung
des unendlichen Bandes endet da, wo nur noch Blanks
kommen.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 403



@KM TU Clausthal e BT

Definition 4.7 (Konfiguration einer DTM)

Eine Konfiguration C einer DTM M = ( K,3,4, s )
ist ein Wort der Form C' = ¢, wau. Dabei ist

m g € K U{h} der aktuelle Zustand,
m w € ¥* der Bandinhalt links des Kopfes,

m o € X das Bandzeichen unter dem
Schreib-/Lesekopf.
Die Position des Schreib-/Lesekopfes ist durch
einen Unterstrich gekennzeichnet.

mu e XX — {#}) U{e} der Bandinhalt rechts
des Kopfes.
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Definition 4.8 (Nachfolgekonfiguration)

Eine Konfiguration C, heillt Nachfolgekonfiguration von

(1, in Zeichen
C1 Fm Co

falls gilt:
| Cz = @i, WiAiU; fari e {1, 2}, und
m es gibt einen Ubergang d(q1, a1) = (g, b) wie folgt:
Fall 1: b € >. Dann ist w; = wo, u; = ug, as = b.
Fall 2: b = L. Dann gilt fur w, und ay: wy = woas.
Fur usy gilt: Wenn a; = # und u; = € ist, so ist
uy = €, sonstist us = ajuq.
Fall 3: b = R. Dann ist wy = wya;.
Fur as und uy gilt: Wenn u; = € ist, dann ist
uy = e und ay = #, ansonsten ist u; = asus.
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w heilt Eingabe (input) fur M, falls M mit der
Startkonfiguration

Co = s, #w#
startet.

(wy, ..., w,) heilt Eingabe fur M, falls M mit der
Startkonfiguration

Co = s, #wi# . .. HFwnH

startet.
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Eine Turing-Maschine halt, wenn sie den
Haltezustand . erreicht.

Sie bleibt hangen, wenn sie versucht, das
Bandende nach links zu Gberschreiten. Wenn sie
einmal hangengeblieben ist, rechnet sie nicht
mehr weiter.

Definition 4.10 (Halten, Hangen)
Sei M eine Turing-Maschine.
m M hdltin C = ¢, wau gdw. ¢ = h.
® M hadngt in C' = ¢, wau gdw.
w=-¢€eA3q 0(q,a) = (¢, L).
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4.1 DTM’n

Definition 4.11 (Rechnung)

Sei M eine Turing-Maschine. Man schreibt
CEy C

gdw. es eine Reihe Cy, (1, ..., C, von
Konfigurationen gibt (mit n > 0), so dall C' = C
und C’' = C,, ist und fur alle : < n gilt, dal}

C; Fm Cit-

Dann heillt Cy, C4, . .., C,, eine Rechnung
(Berechnung) von M der Lange n von Cj nach C,,.
Eine Rechnung hdngt (bzw. hdlt), falls ihre letzte
Konfiguration hangt (bzw. halt).
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Prof

Beispiel 4.12 (Replace(a))

Wir betrachten noch einmal die DTM von eben
und notieren ihre Rechnung jetzt in Form einer
Sequenz von Konfigurationen.

Es ist Replace(a)= ({s,q1},{a,b,#},6,s ) mit
o-Funktion:

<87#> = <q17L> <Q17 #> = <h7 #>
<S7a> = <q07a> <Q17a> = <q17b>
(s,0) = (q0,0)  (q1,0) = (g1, L)

Analog kann man Maschinen Replace(a, b) fur ein
beliebiges Alphabet > mit a, b € ¥ definieren:
diese ersetzen jedes a durch ein b und lassen alle
anderen Symbole unverdndert.

f. Dr. |iirgen Dix

Clausthal, WS 17,
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Zum Beispiel rechnet sie auf w = abbab so:
s, #abbab# t qi, #abbab &= q1, #abbab = g1, #abbbb +
q1, #abbbb = qi, #abbbb = q1, #abbbb t g1, #bbbbb -

q1, #£0bbbb = h, #0bbbb

Die 5-Ubergdnge 6(s, a) und 6(s, b) werden nie
gebraucht. Da die /-Funktion aber vollstandig
definiert sein mul}, haben wir sie hier

trotzdem angegeben.
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4.1 DTM'n

TMn konnen Funktionen berechnen!
Betrachte eine Funktion f : {a,b}* — 0%,

die jedes Wort w € {a, b}* abbildet auf ein
gleichlanges Wort w' € b*.
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Sei Xy ein Alphabet mit # ¢ ;. Eine (partielle)
Funktion f: (3")™ — (3p")" heildt
DTM-berechenbar, falls eine deterministische
Turing-Maschine M = ( K, X, 9, s ) existiert

m mit X, C 3,

m so dal Ywy, ..., w,Vuy, ..., u, € X" qgilt:

@Ku TU Clausthal 4 Turing Maschinen (re)

B f(wi,...,wn) = (u,...,un) gdw
M rechnet s, #wi1# . . . #wm# Fy h, Hur# . . . #un#, und

m f(wi,...,wn)ist undefiniert gdw -
M gestartet mit s, #w1# . . . #wn, # hélt nicht (Iduft unendlich oder
hangt).
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Wir betrachten Turing-Maschinen hier unter
einem anderen Aspekt als alle bisherigen
Automaten:

m Bei endlichen Automaten und
Pushdown-Automaten haben wir untersucht,
welche Sprachen sie akzeptieren.

m Bei Turing-Maschinen untersuchen wir,
= welche Sprachen sie akzeptieren und
= welche Funktionen sie berechnen.
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4.1 DTM’n

Definition 4.14 (Von einer DTM akzeptierte Sprache)

Ein Wort w wird akzeptiert von einer DTM M,
falls M auf Eingabe von w (wobei der Kopf auf
dem ersten Blank rechts von w steht) halt.

Eine Sprache L C ¥* wird akzeptiert von einer
DTM M, wenn genau die Wérter aus L aus M
und keine anderen akzeptiert werden.

Achtung:

Bei nicht akzeptierten Wértern muss die DTM
nicht halten (sie darf es sogar nicht)!
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Frage:

Wie ist es mit Funktionen auf natiirlichen Zahlen? Wie
stellen wir natiirliche Zahlen fiir Turing-Maschinen am
besten dar?

Wir verwenden die Unardarstellung: Eine Zahl n wird auf
dem Band der Maschine durch n senkrechte Striche
dargestellt.

Eine Turing-Maschine M berechnet eine Funktion
f: NF — N"in Unardarstellung also wie folgt:
m Wenn f(iy,..., i) = {(j1,. .., jn) ist, dann rechnet M
S, HHE L b F# L H#
m Ist f(i1,. .., i) undefiniert, dann halt M bei Input
F#|4 . #| ™4 nicht.
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Definition 4.15 (TM P27t TM)

TMPer jst die Menge der partiellen
TM-berechenbaren Funktionen f : N* — N. TM ist
die Menge der totalen TM-berechenbaren
Funktionen N* — N.
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Welche Funktionen betrachten wir?

m Man kénnte Funktionen mit Werten Gber
einem beliebigen Alphabet X betrachten.

m Man kdonnte Funktionen mit n Parametern
und m Ausgabewerten betrachten.

m In_der Definition von DTM und TM?"* haben
wir uns aber in beiden Fallen eingeschrankt:

Wir betrachten

m nur Funktionen Uber nattrliche Zahlen,

m nur Funktionen mit einstelligem Wertebereich.
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4.1 DTM'n

Sind das wirklich Einschrdnkungen?

m Man kann ein Eingabe-Alphabet in einem
anderen kodieren. ASClI-Zahlen kodieren
Buchstaben.

m So kann man auch einen ganzen Text in einer
Zahl kodieren (Kapitel 1).

Das heiflt: Man kann eine Funktion f; mit
Definitionsbereich -} kodieren in eine
Funktion f, mit Definitionsbereich N*.
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Kodieren heiRt: Um fi(ay,...,a;) zu berechnen,

m kodiert man erst a; innq, ..., a; in ng,

m berechnetdann f(nq,...,n;) =m,

m und dekodiert dann m in ein Zeichen b.

m Damit hat man fi(ay,...,a;) = b berechnet.
Eine Folge von Zahlen aus N" ist ein String Uber dem
Alphabet {0,...,9,#}. Dann kann man genau so, wie wir es

eben fur beliebige Alphabete 3 gesagt haben, diesen Text
auch mit einer einzigen Zahl ausdricken.

Das haben wir schon in Kapitel 1 gemacht, um zu
zeigen, dal} >X* abzahlbar ist.

Damit haben wir aus einer Funktion mit Wertebereich N»
eine mit Wertebereich N gemacht.
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4.2 FluRdiagramme
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Graphische Darstellung der
Ubergangsfunktion

In FluRdiagrammen werden

m die Zustandsnamen nicht genannt;

m nur die Schritte und die
Ausfihrungsreihenfolge beschrieben.
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Folgende Elemente stehen zur Verfigung:
m L —eine DTM, die nach dem Starten ein Feld
nach links geht und danach halt.
m R — eine DTM, die ein Feld nach rechts geht
und danach halt.
m a (flira € X) —eine DTM, die den

Buchstaben a auf das aktuelle Bandfeld druckt
und danach halt.
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m M; — M, oderabgekirzt M;M, (falls
M;, M, die FluRdiagramme zweier DTM
sind) —
eine DTM, die zuerst wie M, arbeitet und
dann, falls M; halt, wie M, weiterarbeitet.

Direkt aufeinanderfolgende Schritte werden

m entweder direkt nebeneinander notiert
m oder durch einen Pfeil verbunden.

Im Gegensatz zu der Maschine M, gilt also far
M;Ms: Nachdem M, seine Arbeit beendet
hat, ist M; M, nicht im Haltezustand,
sondern im Startzustand von M,.
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m > — der Startschritt der DTM.

B M; % M,y — nach M; wird M, nur dann
ausgefuhrt, wenn nach der Beendigung von
M, der aktuelle Bandbuchstabe (also der, auf
dem sich der Lesekopf befindet) a ist.
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Sind allgemein My, My, ..., M,
Turing-Maschinen, a; € Y fur1 <i <mn, soist

M,
o
> My -2 M,
o
M,

die Turing-Maschine, die zuerst wie M, arbeitet
und dann, falls My mit dem Buchstaben «; auf
dem Arbeitsfeld halt, wie M; weiterarbeitet.
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m o — eine Schreibabkirzung fir einen
beliebigen Buchstaben aus 3.
Die Maschine M % ... zum Beispiel ist eine

Abkurzung fur
]
(s
> M & ... Qo
s
..y,

falls X = {aq,...,a,} ist.
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Die Maschine > L % RoR fuir © = {#, |} macht
m zuerst einen Schritt nach links;
m steht hier ein # (bzw. ein |), so merkt sie es
sich und geht einen Schritt nach rechts,
m dann druckt sie das gemerkte Zeichen (also
#, bzw. |) und geht ein weiteres Feld nach
rechts.
Weitere Schreibabkiirzungen sind:

s 7Z% firo e ¥\ {a}

s M, =% M., falls nach der Ausfiihrung von
M, sowohl fiir den Bandbuchstaben « als auch
far b nach M, verzweigt werden soll.
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Die DTM M = ({s, q1, 42, g3, qu}, {|, #}, 6. s)
addiert zwei naturliche Zahlen in Unardarstellung.
Sie rechnet

S’#|n#|mﬁ }_ﬂli/l'i‘ h’#|n+mﬁ

Der Trick: Sie l16scht den letzten Strich von |
und schreibt ihn in den Zwischenraum
zwischen |" und |".
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Hier ist zunachst die -Funktion:

<S7 #) — <Q1, L> <qQ7 > — <q37 |> <q37 #) =
<Q1, #> = <ha #> <C]2, |> = <q27 L> <C]4, |> =
(g, ) = (@ L) (@) — (a5 R)
Fir o(s,|) und §(q4, #) haben wir keine Werte angegeben;
sie sind beliebig, weil M* sie nie benétigt.
Das FluBRdiagramm zur gleichen DTM ist erheblich
leichter zu lesen:
| |
AR
>L—=L R
i#
7

HIRSE L
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Die folgenden Turing-Maschinen werden wir als

Bestandteile von komplexeren Turing-Maschinen
spater noch haufig benutzen.

Beispiel 4.17 (Ry)
R4 bewegt nur den Kopf, ohne zu schreiben:
m Sie geht mindestens einmal nach rechts.

m Dann geht sie solange weiter nach rechts, bis
sie ein # liest.

o #
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Beispiel 4.18 (L)
Analog funktioniert die DTM L:
m Sie geht mindestens einmal nach links.

m Dann geht sie solange weiter nach links, bis sie
ein # liest.

o ##
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4.2 FluRdiagramme

Beispiel 4.19 (Copy)

Die DTM Copy kopiert das Eingabewort w einmal
rechts neben sich:

S, #wﬁ |_*Copy ha #w#wﬁ
firalle w € (2\ {#})".

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 432



4 Turing Maschinen (re)

@Kl* ,"[“U ‘C la us t }1 a 1 ‘ 4.2 FluRdiagramme

Sie rechnet so:

m Sie bewegt sich nach links auf das Blank vor das
Eingabewort,

m geht das Eingabewort von links nach rechts durch,

m merkt sich jeweils ein Zeichen o von w, markiert die
aktuelle Position, indem sie o mit # Uberschreibt,

m und kopiert das Zeichen o.

m Sie verwendet dabei die Maschinen L, und Ry, die wir
schon definiert haben.

\
> L#E #R#R#OL#L#O’

Ry
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Beispiel 4.20 (Sg)

Die DTM S bewirkt eine ,,Verschiebung nach rechts, das
heilt, wenn S das Alphabet X besitzt, rechnet sie

S, wlﬁw2#w3 "ER h, wl#ﬁwzw:&

fur alle Worter wy, w3 € ¥* und wy € (X \ {#})*. (Entgegen
der Konvention startet sie ausnahmsweise zwischen zwei
Eingabewdrtern.) Sie arbeitet so:

b
Sr: > R#L#—> RoL

R#
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Beispiel 4.21 (Sy)

Dazu invers arbeitet die Maschine S;, die einen ,,shift nach

links“ bewirkt. (Entgegen der Konvention startet sie

ausnahmsweise zwischen zwei Eingabewortern.) Sie rechnet
S, w1#w2ﬁw3 |‘§L h, w1w2ﬁ#w3

furalle wy, ws € ¥, wy € (X \ {#})*. Sie ist definiert als

Sp: > L#R —— LoR
i#
L#
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4.3 Varianten von TMn
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Die TM, die wir bisher kennen, ...
m ist determiniert und
m hat ein einseitig unbeschranktes Band (Halbband).

m Ab jetzt heisst sie: Standard-Turing-Maschine
(Standard-DTM) oder kurz (DTM).

Variationen:
m zweiseitig unbeschranktes Band: zw-DTM;
m mehrere Bander: £-DTM;
m indeterminierte Turing-Maschinen: NTM;
m Kombinationen: k-NTM, zw-NTM, k-zw-NTM.
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Turing-Maschinen, die nie hangenbleiben

m Gegeben: eine Turing-Maschine M, deren
Eingabe die normierte Form #w+# hat

m Daraus konstruieren wir M/, eine DTM, die

m dasselbe berechnet wie M und
= nie hangt.
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m M’ rechnet so:

m S, HWH#H By S aFwH.

= Das Bandende ist am Anfang ein Zeichen links vom
Eingabewort!

= Die DTM verschiebt die Eingabe ein Zeichen nach
rechts.

= Dann druckt sie ganz links ein Sonderzeichen o,
das das Bandende anzeigt.

= Ab dann rechnet sie wie M, aber:
Wenn sie « erreicht, bleibt sie dort stehen und
druckt immer wieder a.

Dies ist ein ahnlicher Trick wie wir ihn schon bei
der Kellermaschine verwandt haben, um zu
verhindern, dal® der Keller ganz geleert wird.
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Damit gilt:
M’ hélt fir eine Eingabe w
gdw

M halt fur w.

M’ hangt nie. Wenn M hédngt, rechnet M’
unendlich lang.

O.E. sollen also alle Turing-Maschinen, die wir
von jetzt an betrachten, nie hangen.
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zw-DTM: Was dandert sich?
Zweiseitig unbeschranktes Band:
m Die Definition der Maschine bleibt gleich.
m Die Definition der Konfiguration dandert sich.
m Sie hat immer noch die Form ¢, wau, aber:
w umfasst analog zu u alle Zeichen bis zum
letzten nicht-Blank links vom
Schreib-/Lesekopf.
w = € bzw. u = € bedeutet, dal} links bzw.
rechts vom Schreib-/Lesekopf nur noch Blanks
stehen.
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Definition 4.22 (zw-DTM)

Eine Turing-Maschine mit zweiseitig
unbeschranktem Band (zw-DTM) ist eine DTM,
fur die die Begriffe der Konfiguration und der
Nachfolgekonfiguration wie folgt definiert sind:
Eine Konfiguration C einer zw-DTM
M = (K, X, 9, s) ist ein Wort der Form C' = ¢, wau.
Dabei ist

m ¢ € K U {h} der aktuelle Zustand,

B w e (X\ {#})X* U{e} der Bandinhalt links des Kopfes,

B a € X das Zeichen unter dem Kopf, und

mu e XX\ {#}) U{e} der Bandinhalt rechts des Kopfes.
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Cy = q2, waagus heillt Nachfolgekonfiguration von
Cl = q1,w1a1Uy, in Zeichen Cl l_M 02, falls es
einen Ubergang d(q1, a1) = (g2, b) gibt, mit:
Fall 1: b € 3. Dann W1 = W, U1 = U9 und as = b.
Fall 2: b = L. Fir us: Wenn a; = # und u; = € ist,

dann us = ¢, sonst us = aju;.

Flr a; und wy: Wenn w; = € ist, dann

Wy = € und a9 = #, sonst w; = woas.
Fall 3: b = R. FUr we: Wenn a; = # und w; = € ist,

dann wy = ¢, sonst wy = wya;.

Flr as und us: Wenn u; = e ist, dann

us = e und ay = #; ansonsten u; = asus.
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Wir Gibernehmen die Definitionen von TM-berechenbar,
akzeptieren kanonisch fur zw-DTM.

Theorem 4.23 (Simulation von zw-DTM durch DTM)

Zu jeder zw-DTM M, die eine Funktion f berechnet
oder eine Sprache L akzeptiert, existiert eine
Standard-DTM M/, die ebenfalls f berechnet oder
L akzeptiert.

Beweis (Anfang)

Seiw=ay...a, Inputfir M = (K,%,6,s). Dann
sieht das beidseitig unendliche Band zu Beginn
der Rechnung so aus:

L HEHEAAr . anHE A
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Beweis (Fortsetzung)

Idee:
m M hat quasi zwei unendlich lange Halbbander.

® M mit einer DTM M’ mit nur einem Halbband
simulieren, also den Inhalt beider Halbbander von M auf
einem unterbringen.

m Den Teil des Bandes, der zwei Zeichen links vom Input w
beginnt, umklappen:

Spur 1 ## .. # #
Spur2 #ay...a,# "

m Die DTM M’ hat zwei Spuren, d.h. zwei Reihen von
Zeichen, die auf demselben Band untergebracht sind.

m Das Bandalphabet von M’ ist 3’ D 3 x X.
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Beweis (Fortsetzung)

SeiM’' = ( K',¥, 0, s ). M’ rechnet so:
m M legt zundchst eine zweite Spur an,
m simuliert dann die Arbeit von M, und

m transformiert dann das Ergebnis wieder auf
nur eine Spur herunter.
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Beweis (Fortsetzung)

Erste Phase der Rechnung: M’ rechnet

. #AH . H#HH
s,#a1...an#t F ¢, 8 #Ch---anﬁ#'”

Die zweite Spur wird nur so weit wie nétig angelegt.
Mit dem Symbol $ markiert M’ das Ende des Halbbands,
damit sie nicht hangenbleibt.

Mit der Shift-Right-Maschine aus Beispiel 4.20 kann man
diese Phase der Arbeit von M’ so formulieren:

i
> L4SpL$RER 25 7
i,#
#
#
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Beweis (Fortsetzung)

Zweite Phase der Rechnung: M’ simuliert M.

Dabei mul sie sich immer merken, auf welcher der beiden
Spuren sie gerade arbeitet.

Deshalb definieren wir K’ O K x {1,2}. (¢, i) bedeutet, dal}
die simulierte Maschine M im Zustand ¢ ist und M’ auf Spur
i arbeitet.

Fir die Simulation von M durch M’ soll nun gelten:

M erreicht von s, # : #w# aus eine Konfiguration ¢, u.b : aus

(: stehtin beiden Konfigurationen zwischen denselben
zwei Bandpositionen (an denen das Band ,,umklappt®)).

gdw

UR
M’ rechnetp,$i'u')§# VR A
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Beweis (Fortsetzung)

M’ simuliert M wie folgt:
m Wenn M’ das Zeichen $ erreicht, wechselt sie die Spur.
m Wenn die simulierte Maschine M nach rechts (links)

geht, geht M’ nach rechts (links) auf Spur 2 und nach
links (rechts) auf Spur 1.

m Wenn M’ ein # erreicht (d.h. sie erreicht den Bandteil,
wo noch nicht zwei Spuren angelegt sind), macht sie

#*
daraus g

Gilt etwa dum(q,a) = (¢, L), so muld in M’ gelten:
mow((g,2), %) = ((¢,2), L) fur alle méglichen z,

m ow ((g,1), 2) = ((¢,1), R) (auf der oberen Spur ist der
Inhalt des “linken Halbbandes” revers notiert, deshalb
mul hier die Laufrichtung entgegengesetzt sein).
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Beweis (Fortsetzung)

AulBerdem gilt immer:
m o ((g,1),8) = ((¢:2), R),
m 0w ((9,2),8) = ((¢,1), R),
m om((g,4), #) = ((¢,1), %),

m efc.

Die ersten beiden Gleichungen beschreiben den
Spurwechsel beim Uberschreiten von $, die dritte
das Erzeugen eines neuen Doppelspurstiicks.
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Beweis (Fortsetzung)

Wenn dann M mit h, u# halt, dann erreicht M’
eine der folgenden Konfigurationen:

. UR
(7) (h, 1),$ﬁ..$#m#g..ioder

(i) (h,2),8% ... 077

# #
: ﬁ...#oder

(i4) (h,2),$£ﬁ A mituuy = u.

Bei Konfigurations-Form (iii) kann entweder das
ufl Uber das uy ,hinausragen” oder umgekehrt.
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Beweis (Fortsetzung)

Dritte Phase der Rechnung: Die Simulation von M ist
abgeschlossen.

M’ mufd nun den Bandinhalt von zwei Spuren auf nur eine
heruntertransformieren, um danach die Konfiguration
h, #u# zu erreichen.
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Beweis (Fortsetzung)

m M’ macht zunachst alle ﬁ rechts vom beschriebenen
Bandteil zu #. Fur Fall (i) und (ii) 16scht sie die j links
von u’t bzw. u.

m Far Fall (i) schiebt M’ dann die untere Spur nach links,
bis sie eine Konfiguration ¢, #?f#UQﬁ erreicht.

m Far Fall (i) und (iii) muR M’ jetzt uff bzw. u® auf nur eine

Spur transformieren und zugleich invertieren, sie mufl}
also fiir den allgemeineren Fall (iii)

ult

q,8 .1 yus# Fip ¢, Surua# rechnen.

m Danach mulR M’ nur noch das $ links I6schen und nach
rechts neben u laufen.
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Beweis (Fortsetzung)

Damit hat die Standard-DTM M’ die Arbeitsweise
der zw-DTM M vollstandig simuliert. Also kann
man mit zw-Turing-Maschinen nicht mehr
berechnen als mit Standard DTM'n. O
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Definition 4.24 (DTM mit k& Halbbandern, k-DTM)

Eine Turing-Maschine M = ( K,¥,..., %, 6,5 ) mit k
Halbbdndern mit je einem Kopf (k-DTM) ist eine
Turing-Maschine mit einer Ubergangsfunktion

0 K xXi X...x2X,—
(KU{h}) x (X1 U{L,R}) x ... x (Zx U{L, R})

Eine Konfiguration einer k-Turing-Maschine hat die Form

C= q,w1a1Uy, . . ., WgapUg.
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m Die Kopfe einer k-DTM kdnnen sich unabhdngig
bewegen (sonst hatten wir nur eine DTM mit £ Spuren).

m Die Definition der Nachfolgekonfiguration verlauft
analog zu der Definition bei Standard-DTM.

m Fir eine £-DTM, die eine Funktion f : X" — ¢
berechnet, legen wir fest, dal® sowohl die m
Eingabewerte als auch — nach der Rechnung — die n
Ergebniswerte auf dem ersten Band stehen sollen.

m Es tibertragen sich alle Begriffe wie berechenbar,
entscheidbar etc. kanonisch auf k-DTM.

m Fur die Beschreibung von £-DTMn durch
FluRdiagramme vereinbaren wir, da ¢ bedeuten soll,
dal das Zeichen ¢ auf Band : steht bzw. auf Band :
geschrieben wird.
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Theorem 4.25 (Simulation von k-DTM durch DTM)

Zu jeder k-DTM M, die eine Funktion f berechnet
(resp. eine Sprache L akzeptiert), existiert eine
DTM M/, die ebenfalls f berechnet (resp. L
akzeptiert).
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Beweis (Skizze):

Wir arbeiten mit einer Turing-Maschine mit mehreren
Spuren.

Um eine £-DTM zu simulieren, verwenden wir 2 Spuren,
also Bandzeichen, die aus 2k tibereinander angeordneten
Buchstaben bestehen.

® In den Spuren mit ungerader Nummer stehen die
Inhalte der k Bdnder von M.

m Die Spuren mit gerader Nummer verwenden wir, um
die Positionen der Kopfe von M zu simulieren: Die 2i-te
Spur enthalt an genau einer Stelle ein A, namlich da, wo
M gerade seinen i-ten Kopf positioniert hatte, und
ansonsten nur Blanks.
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Beweis (Fortsetzung)

M’ kodiert zunachst die Eingabe von M. Dann
simuliert M’ die Maschine M. Am Ende der
Rechnung wird noch die Ausgabe dekodiert.

Man kann natirlich die DTM-Varianten
kombinieren.
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4.4 NTM’n
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Definition 4.26 (NTM)

Eine indeterminierte Turing-Maschine (NTM) M
istein Tupel M = (K, X, A, s).

Dabei sind K, ¥, s definiert wie bei
determinierten Turing-Maschinen.

AC (K xX) x (KU{h}) x (XU{L, R})) ist die
Ubergangsrelation.
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Schreibweisen:
m Statt ((¢,a), (¢',b)) € A schreiben wir auch
(¢,a) A (q',b).
m Wir betrachten A auch als mengenwertige
Funktion, hier:

A K xS s o(EUiR}) < (Su{L.RY)
Damit ist auch (¢, b) € A(q, a) eine legitime
Schreibweise.

Also genau wie schon bei indeterminierten
endlichen Automaten (und bei Kellerautomaten).
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Konfiguraﬁonen sind definiert wie bei DTMn. Nun kann
eine Konfiguration aber mehrere mogliche
Nachfolgekonfigurationen haben.

Definition 4.27 (Nachfolgekonfiguration, Rechnung)

Eine Konfiguration C, heillt Nachfolgekonfiguration von
C1, in Zeichen C Fyp Oy, falls C; = ¢;, wau; furi € {1,2} gilt
und es einen Ubergang (g1, a;) A (g, b) gibt, so dal einer
der drei Falle aus Def. 4.8 gilt.

Co ... C, heillst Rechnung einer NTM M, falls fur alle i < n

Cy...C, istalso eine Rechnung einer indeterminierten
Turing-Maschine, falls jeweils die Konfiguration C;; eine
der Nachfolgekonfigurationen von C; ist.
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Definition 4.28 (NTM: Halten, Hangen, Akzeptieren)

Sei M = (K, 3, A, s0) eine indeterminierte Turing-Maschine.
m M hdlt bei Input w, falls es unter den moglichen

Rechnungen, die M wahlen kann, eine gibt, so daB M
eine Haltekonfiguration erreicht.

m M hdngt in einer Konfiguration, wenn es keine (durch A
definierte) Nachfolgekonfiguration gibt.

m M akzeptiert ein Wort w, falls sie von s, #w+# aus einen
Haltezustand erreichen kann, und M akzeptiert eine
Sprache L, wenn sie genau alle Worter w € L akzeptiert.
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Wenn es nicht nur darauf ankommt, ob die
Maschine halt, sondern auch mit welchem
Bandinhalt:

Welche der vielen Haltekonfigurationen sollte
dann gelten?

Um dieses Problem zu umgehen, tGbertragen wir
die Begriffe des Entscheidens und Aufzéhlens nicht
auf NTM. Im Allgemeinen verwendet man NTM
auch nicht dazu, Funktionen zu berechnen.
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Wie rechnet eine indeterminierte
Turing-Maschine?

m Die Regeln einer determinierten DTM kann
man sich als Programm (aus sehr einfachen
Schritten) vorstellen.

m Bei NTM ist das anders!

m Eine NTM ist nicht einfach eine Maschine,
die immer richtig rat!

Dieselbe Diskussion hatten wir bei
indeterminierten endlichen Automaten.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 466



i} U Claysthal e
m Korrekte Vorstellung:

m Ubergédnge von Konfiguration zu Nachfolgekonfiguration entspr.
Regelmenge
m plus Suchverfahren!

oder: Eine NTM beschreitet alle méglichen
Rechenwege parallel.

m Eine NTM akzeptiert ein Wort, wenn es
mindestens einen Berechnungsweg gibt, der
in einer Haltekonfiguration endet.

m Sprechweise ,,Die NTM rat“: Wir verwenden
diese Sprechweise, sie ist aber mit Vorsicht zu
genielen!
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Beispiel 4.29 (Indeterminierte TM)
Die folgende NTM akzeptiert

4 Turing Maschinen (re)
4.4NTM’'n

L ={w € {a,b}* | w besitzt aba als Teilwort}.
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Sei L = {|" | nist nicht prim und n > 2}.

Wir konstruieren eine Turing-Maschine
Composite, die indeterminiert zwei Zahlen rat,
diese miteinander multipliziert und mit dem
Eingabewort vergleicht.
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Beispiel 4.30 (Composite)
Es ist Composite: > R Guess R Guess Mult Compare:
m Guess, eine indeterminierte Turing-Maschine, rat eine
Zahln > 2, d.h. s, ## I h, #|"# wie folgt:

Guess
#
v

Guess: > |R—>|Rﬁ>#

m Mult multipliziert (determiniert) zwei Zahlen n und m:

8, " #H " # Fagae b #TT

m Compare vergleicht zwei Zahlen n und m und halt nur
dann, wenn beide gleich sind:

S, #|n#|mﬁ I_Eompare ha #|n#|nﬁ gdW n=m
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Theorem 4.31 (Simulation von NTM durch DTM)

Jede Sprache, die von einer NTM akzeptiert wird,
wird auch von einer Standard-DTM akzeptiert.

Beweis (Anfang)

Sei
m L eine Sprache Uber 3y mit # & 3;
m M= (K,X, A, s) eine indeterminierte
Turing-Maschine, die L akzeptiert.
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Beweis (Fortsetzung)

Wir konstruieren zu M eine Standard-DTM M/, die
so rechnet:

m M’ durchlduft systematisch alle Rechnungen
von M und sucht nach einer
Haltekonfiguration.

m M’ hédlt dann und nur dann, wenn sie eine
Haltekonfiguration von M findet.
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Beweis (Fortsetzung)

Suchbaum, Rechnungsbaum: Man kann alle Rechnungen
von M von einer Startkonfiguration C, aufmalen als einen
Baum mit Wurzel Cj. Ein Ast ist eine mogliche Rechnung
von M.

Co = s, #w#
@) 7 o @

C’1,1 C11,2 Cl,?“ C'2,1 02,2 02,7" Cr,l Cr,2 Cr,r

Abbildung 26: R¢,, der Rechnungsbaum von Cy aus
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Beweis (Fortsetzung)

Problem: Es kann zur Startkonfiguration

CO = S, #wﬁ

unendlich viele Rechnungen von M geben, und
jede einzelne von ihnen kann unendlich lang sein.
Wir kbnnen also nicht erst einen Ast ganz
durchlaufen und dann den nachsten Ast
durchsuchen.
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Beweis (Fortsetzung)

Die Losung: Wir durchlaufen den
Rechnungsbaum nicht depth-first, sondern per
iterative deepening. Das geht so:

m Wir untersuchen erst alle méglichen
Rechnungen, aber nur bis zum ersten Schritt.

m Dann untersuchen wir nochmal alle méglichen
Rechnungen, und zwar zwei Schritte weit.

m Dann untersuchen wir nochmal alle méglichen
Rechnungen, und zwar drei Schritte weit, etc.
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Beweis (Fortsetzung)

Konnen wir damit denn in endlicher Zeit alle
Haltekonfigurationen finden?

Problem: Kann der Rechnungsbaum nicht nur
unendlich tief, sondern auch unendlich breit
werden?
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Beweis (Fortsetzung)

Nein, das kann nicht passieren. Obwohl es von der
Startkonfiguration Cy aus unendlich viele verschiedene
Rechnungen geben kann, hat jede Konfiguration nur
endlich viele Nachfolger:
m Sei der aktuelle Zustand ¢, das aktuelle Zeichen unter
dem Kopf a.
m Dann gibt es hochstens | K| + 1 verschiedene
Nachfolgezusténde,
m die Maschine kann hochstens |X| viele verschiedene
Zeichen drucken oder nach links oder nach rechts
gehen.

m Also: Maximale Anzahl von Nachfolgekonfigurationen

r=maz{|A(g,a)] | g€ K,a€X}
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Beweis (Fortsetzung)

M’ kann z.B. als eine 3-DTM gewahlt werden:

m Auf dem ersten Band steht immer das Eingabewort w.
Da die Rechnung immer wieder neu mit s, #w# von M
beginnt, wird das Eingabewort immer wieder
gebraucht.

m Auf dem zweiten Band steht, welcher Weg durch den
Rechnungsbaum gerade verfolgt wird.
Der Einfachheit halber: Wenn eine Konfiguration
weniger als » Nachfolgekonfigurationen hat, soll der
zugehdrige Knoten trotzdem r S6hne haben, und die
Uberzahligen Konfigurationen sind einfach leer.
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Beweis (Fortsetzung)

Dann ist der aktuelle Pfad im Rechnungsbaum
darstellbar als Zahl im r-adischen System.
Eine Zahl d; . . . d,, bedeutet:

m Von der Startkonfiguration Cj aus ist die d;-te
der r moglichen Nachfolgekonfigurationen
gewahlt worden, Cy, .

m Von Cy,, einem Knoten der Tiefe 1, aus wurde
die dy-te mdgliche Nachfolgekonfiguration
gewahlt, etc.,

m bis zu einer Tiefe im Baum von n.
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Beweis (Fortsetzung)

Dann geht “iterative deepening” so:

m Wir beginnen mit einem leeren zweiten Band.
Die Zahl O steht fir eine Rechnung, die nur die
Startkonfiguration Cy umfalit.

m Die nachste Rechnung erhalten wir, indem wir
zu der Zahl auf Band 2 die Zahl 1 im r-adischen
System addieren.
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Beweis (Fortsetzung)

m Auf Band 3 wird eine Rechnung von M
determiniert simuliert, und zwar entsprechend
der Zahl d; .. .d, auf Band 2.

Die Endkonfiguration Cy, 4. dieser Rechnung
steht im Rechnungsbaum an dem Knoten, der
das Ende des Pfades d; . . . d,, bildet.

Ist die Konfiguration Cy, 4 eine
Haltekonfiguration, so halt M'.

Sonst wird zu der Zahl auf Band 2 eins addiert
und die nachste Rechnungssimulation
begonnen.
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Damit gilt:
M’ hdlt bei Input w
gdw
es gibt in R, eine Haltekonfiguration.

Das ist genau dann der Fall, wenn M bei Input w
halt, das heil3t, wenn w in L liegt. ]
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4.5 Universelle DTMn
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m Turing-Maschinen sind sehr machtig, und wir
haben sie bisher sehr flexibel eingesetzt.

Wie machtig sind sie wirklich?
m Vergleich mit normalen Computern:
Eine Turing-Maschine hat eine vorgegebene
Regelmenge.
»Normale“ Computer sind flexibel: Sie

konnen beliebige Programme erhalten und
ausfuhren.

m Tatsdchlich geht das mit Turing-Maschinen
auch.
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m Man kann eine Turing-Maschine U
konstruieren, die beliebige Turing-Maschinen
simuliert:

U bekommt als Eingabe

m die Regelmenge einer beliebigen Turing-Maschine M und
m ein Wort w, auf dem M rechnen soll.

U simuliert M, indem sie jeweils nachschlagt,
welchen §-Ubergang M machen wiirde.

Eine solche Turing-Maschine U heift
universelle Turing-Maschine.
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Frage: In welches Format fasst man die Regeln

einer DTM M am besten, um sie einer
universellen DTM als Eingabe zu geben?

Anders ausgedriickt: Was muss man angeben, um
eine DTM komplett zu beschreiben?

m ihr Alphabet,

m ihre Zustande,

m ihre §-Ubergdnge und
m ihren Startzustand.
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Wenn wir jetzt noch das Alphabet, die Zustande und den
Startzustand fir alle DTM standardisieren, dann reicht es
aus, nur die §-Ubergange anzugeben. Also:

m Nehmen wir ein unendliches Alphabet X, = {a, a1, ...}
an, so dal} das Alphabet jeder DTM eine Teilmenge von

Yoo ist.
m Die Namen der Zustdnde einer DTM sind ja egal.
Nehmen wir also einfach an, dal} sie ¢y, . .., ¢, sind — das

n kann dabei von DTM zu DTM verschieden sein.

m Aulerdem legen wir fest, dal} ¢g; immer der Startzustand
sein soll, und dal® wir den Haltezustand mit ¢q
bezeichnen.

Damit haben wir erreicht:
Wir konnen eine DTM komplett beschreiben, indem wir
nur ihre 6-Ubergdnge beschreiben.
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Wie kann eine solche Beschreibung aussehen?
Die DTM L hat die Regeln

<37 #> = <Q17L> <Q1; #> = <h7#>
(,1) =, L) Aar.]) = (a1, L)

Angenommen, # ist das Zeichen ay, und | ist a;.
Wir kénnen dann die DTM L. so beschreiben:
ao ai

¢ || 2. L | qo, L oder kirzer:
@ || 90, a0 | q2, L

ZS2)\ 852\
Z 5 0a0 S 2\
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Es steht
m 7 flir ,,nachste Zeile“,
m S fur ,ndachste Spalte”,
m ) far ,links”,
m p fur ,rechts”,
m die Zahl n fir den n-ten Zustand und an fir
das n-te Zeichen von X ..

Damit wird die DTM durch ein Wort beschrieben:
ZS2AS2)0Z50a0S52) . Nun ersetzen wir alle
vorkommenden Zahlen durch die entsprechende
Anzahl von | (0 bleibt) und erhalten

ZS|IAS||AZS0a0S|| .
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@Ku lU ‘C‘l‘a usthal 4.5 Universelle DTMn

Beispiel 4.32 (Godelisierung: Godelzahl, Godelwort)
Als Godelisierung bezeichnet man ein Verfahren,
jeder Turing-Maschine eine naturliche Zahl, eine
Godelzahl, oder ein Wort Giber einem Alphabet,
ein Godelwort, so zuzuordnen, dalR man aus der
Zahl bzw. dem Wort die Turing-Maschine effektiv
rekonstruieren kann.
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Wir haben also gerade ein Verfahren angegeben,
einer DTM ein Godelwort zuzuweisen.

Dabei war es wichtig, dal® wir X, verwendet
haben.

Wir missen, wenn wir das Programm einer DTM
als Eingabe fur die universelle DTM U
verwenden wollen, ein einheitliches Alphabet

haben, mit dem wir alle Turing-Maschinen
beschreiben konnen.
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Vom Godelwort zur Godelzahl

Wie ordnen wir einem Godelwort eine eindeutige
naturliche Zahl zu?

Wir nutzen die Primfaktorzerlegung der
natiirlichen Zahlen aus: sie ist eindeutig.

m Ein Godelwort ist endlich lang. Der i-ten
Position ordnen wir die i-te Primzahl zu.
m Jede Primzahl bekommt nun noch einen

Exponenten und die Godelzahl ist dann genau
das Produkt.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 492



“ TU Clausthal s Cnverslle T
Vom Godelwort zur Godelzahl (2)

m Je nachdem was an der i-ten Position im Goédelwort
steht, bestimmen wir den Exponenten. Es kdnnen ja nur
folgende sieben Zeichen vorkommen: Z, S, X, p, 0, |, a.
Ordnen wir diesen Zeichen also jeweils die Zahlen 1
bis 7 zu.

m Dann kann von jeder natirlichen Zahl bestimmt
werden, ob sie ein Code fiir eine DTM ist oder nicht.
Und jede Maschine bekommt genau eine Godelzahl.

Aus dem Godelwort ZS||AS||AZS0a0S||\ wird also die
naturliche Zahl

2132567611313217519%23329'31237°41743°47%53%2595613.
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4.6 Entscheidbar/Aufzahlbar
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Was heil’t es, dal} eine DTM eine Sprache
akzeptiert?

m Ein endlicher Automat akzeptiert ein Wort,
wenn er nach dem Lesen des letzten
Buchstabens in einem finalen Zustand ist.

m Ein Pushdown-Automat akzeptiert ein Wort,
wenn er nach dem Lesen des letzten
Buchstabens in einem finalen Zustand ist
bzw. seinen Keller geleert hat.

m Wann akzeptiert eine DTM ein Wort?
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Clausthal University of Technolog

Eine DTM kann auf einem gegebenen
Eingabewort...

m irgendwann den Haltezustand erreichen und
damit anhalten,

m unendlich lang rechnen, oder
m hangenbleiben.

Welcher Fall eintritt wissen wir im Allgemeinen
hichtl
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»Akzeptieren“ und ,Entscheiden®:
m Eine DTM akzeptiert eine Sprache L, wenn sie
= fur jedes Eingabe-Wort w € L irgendwann halt,
n flr jedes Wort v ¢ L aber unendlich lang rechnet
oder hangt.
m Eine DTM entscheidet eine Sprache L, wenn

N[S

= flr jedes Eingabe-Wort w € L halt mit dem
Bandinhalt Y (“Yes”) und

m fUr jedes Wort v ¢ L hadlt mit dem Bandinhalt N
(“NO").
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Definition 4.33 (Entscheidbar)

L sei eine Sprache tber X, {#, N, Y} N Xy = 0.
M= (K,X,0,s ) sei eine DTM mit ¥, C X..
M entscheidet L, falls Vw € X gilt:
. [ hAY# fallswe L,
S Wit P { h,#N# sonst.

L heilt entscheidbar (oder recursive, rec.), falls
es eine DTM gibt, die L entscheidet.
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Definition 4.34 (Akzeptierbar)

L sei eine Sprache tber Xy, {#, N, Y} N Xy = 0.
M= (K,X, 0, s)sei eine DTM mit ¥, C X.

M akzeptiert ein Wort w € X, falls M bei Input
w halt. M akzeptiert die Sprache L, falls Vw € 3
gilt: (M akzeptiert w genau dann wenn w € L).

L heillt akzeptierbar (oder auch
semi-entscheidbar), falls es eine DTM gibt, die L
akzeptiert.
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Definition 4.35 (Rekursiv Aufzahlbar (r.e.))

Sei wieder L eine Sprache uber 3, wie oben, und
M= (K,X, s )eine DTM.
M zdhlt L auf, falls es einen Zustand ¢z € K gibt
(den Blinkzustand), so dal

L={weX;|IueXt:s, #y g #wHu}

gilt. L heilt rekursiv aufzahlbar (kurz r.e.:
“recursively enumerable”), falls es eine DTM gibt,
die L aufzahlt. Oft sagen wir auch nur
aufzahlbar.

Achtung: aufzdhlbar versus abzdhlbar.
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Satz 4.36 (Akzeptierbar = Aufzahlbar)

Eine Sprache L ist genau dann aufzdhlbar, wenn L
akzeptierbar ist.
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Beweis

,= " Zu zeigen: L ist aufzahlbar = L ist
akzeptierbar.

m Ohne Einschrankung sei L C ¥* und

# & 3.
m Sei M eine DTM, die L aufzahlt.
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Beweis (Fortsetzung)

Wir konstruieren aus M, eine DTM M, die L akzeptiert:
m M ist eine 2-DTM.
m M wird gestartet mit

S0, #wﬁ
i

m M simuliert auf Band 2 die Maschine M.

m Wenn M, den Blinkzustand ¢g erreicht, dann enthalt
Band 2 von M ein Wort

#uw'#u

mit w’ € L.
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Beweis (Fortsetzung)

m M vergleicht w und w'.

m Falls w = w’, dann halt M: w € L.
m Ansonsten simuliert M auf Band 2 weiter die Arbeit von M.

m Wenn M, halt, ohne das Wort w auf Band 2
erzeugt zu haben, gerdt M in eine
Endlosschleife.
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Beweis (Fortsetzung)

,<=" Zu zeigen: L ist akzeptierbar = L ist
aufzahlbar.

m Sei L eine Sprache tUber dem Alphabet ¥..
m Sei M eine DTM, die L akzeptiert.

m daraus konstruieren wir eine DTM M, die L
aufzahlt.

m Grundidee:

m die Worter aus X" der Reihe nach aufzahlen
m jedes Wort der Maschine M, vorlegen
m wenn My, das Wort akzeptiert, in den Blinkzustand ¢z gehen
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Beweis (Fortsetzung)

m Problem:
M, akzeptiert, sie entscheidet nicht.
Wenn M, ein Wort nicht akzeptiert, rechnet sie

unendlich.

m Losung:
Wir betrachten die Rechnung von M, zu allen
Wortern aus ¥* gleichzeitig.
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Beweis (Fortsetzung)

m Sei ¥* = {wy, wq, ws, ...}, wenn man die Worter in
lexikalischer Reihenfolge aufzéhlt.

m Dann rechnet M so:

m Im ersten Durchlauf berechnen wir einen (den ersten) Rechenschritt

von M, fir w;.
m Im zweiten Durchlauf berechnen wir

m die ersten zwei Rechenschritte von M, fir w - wir fangen also fur wy
noch einmal mit der Startkonfiguration an — und
m einen Rechenschritt fir ws.

®m Im dritten Durchlauf berechnen wir drei Rechenschritte fur w1, zwei
flr w2 und einen flir ws und so weiter.

Immer wieder bei der Startkonfiguration anfangen: So
mussen wir uns den Bandinhalt der Rechnung von M,
zu w; nach j Schritten nicht merken.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 507



@KW 4 Turing Maschinen (re)
[ TU Cla LlSth al 4.6 Entscheidbar/Aufzahlbar
Clausthal University of Technolog

Beweis (Fortsetzung)

Nach dem n-ten Durchlauf haben wir n Schritte
der Rechnung zum ersten Wort und einen Schritt
der Rechnung zum n-ten Wort aus ¥* simuliert.

m Wenn M so rechnet, dann gilt:
m M fangt fir jedes w; € ¥* in endlicher Zeit (namlich im i-ten
Durchlauf) an, die Arbeit von M, zu w; zu simulieren, und
m falls w; € L und falls M, gestartet mit s, #w;#, in j Schritten einen
Haltezustand erreicht, dann erreicht M nach endlicher Zeit (namlich
im ¢ + j-ten Durchlauf) den Haltezustand von My, in der Rechnung zu
Wj.
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Beweis (Ende)

m Wenn M bei Simulation von M zur Eingaben
w; auf eine Haltekonfiguration trifft, dann ist
w; € L. M nimmt dann eine Konfiguration

4B, #wlﬁul

ein — ¢p ist der Blinkzustand. In der
Nebenrechnung u; steht, welche Teilrechnung
von M als nachste zu simulieren ist.

m Also zahlt M die w € X* auf, fir die M halt,
und das sind gerade die w € L. O
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Die Begriffe entscheidbar, akzeptierbar und
aufzdhlbar verwendet man auch fiir Teilmengen
von N, dargestellt durch Sprachen tber {|}.

Satz 4.37 (Entscheidbar vs. Akzeptierbar)

m Jede entscheidbare Sprache ist akzeptierbar.
m Das Komplement einer entscheidbaren Sprache
ist entscheidbar.
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4.6 Entscheidbar/Aufzahlbar

m Sei L eine entscheidbare Sprache und M eine DTM, die
L entscheidet. Dann wird L akzeptiert von der DTM M/,
die zundchst M simuliert und danach in eine
Endlosschleife geht, falls M mit h, # N+ endet:

N 3

> ML — R
iY
R

Also: w € L M hdlt bei Input w mit der “Antwort” Y’
M’ hilt bei Input w. D.h. M" akzeptiert L.
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Beweis (Fortsetzung)

m Sei L eine entscheidbare Sprache und M eine
DTM, die L entscheidet. Dann wird L
entschieden von einer DTM M/, die genau wie
M rechnet und nur am Schluf’} die Antworten
Y und N vertauscht. O]
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Satz 4.38 (Charakterisierung von Entscheidbarkeit)

Eine Sprache L ist genau dann entscheidbar, wenn
sie selbst und ihr Komplement akzeptierbar
sind.
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Beweis

”=" Zu zeigen: L ist entscheidbar = L und L
sind akzeptierbar.

m L ist entscheidbar, also ist L akzeptierbar
(Satz 4.37).

m L ist entscheidbar, also ist auch L
entscheidbar (Satz 4.37).

m [ ist entscheidbar, also ist L akzeptierbar
(Satz 4.37).
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Beweis (Fortsetzung)

”«" Zu zeigen: L und L sind akzeptierbar = L ist
entscheidbar.

m Sei M, eine DTM, die L akzeptiert.
m Sei M, eine DTM, die L akzeptiert.

Daraus konstruieren wir eine 2-DTM M, die L
entscheidet:
m M wird gestartet mit
50, #wﬁ
i

m M kopiert w auf Band 2.
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Beweis (Ende)

m M simuliert abwechselnd

m einen Schritt von M; auf Band 1 und
m einen Schritt von M» auf Band 2.

m Das tut M, bis entweder M; oder M, halt.

m Eine von beiden muss halten: w gehort entweder zu L
oder zu L.
m Wenn M, haélt, dann halt M mit

m #Y# auf Band 1 und
m # auf Band 2.

m Wenn M, hadlt, dann halt M mit

m #N# auf Band 1 und
m # auf Band 2.

[l
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4.7 DTM =Typ O
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Erinnern Sie sich, dal} wir im ersten Kapitel
Sprachen vom Typ O eingefiuihrt hatten: das
waren Sprachen, die durch beliebige
Grammatiken (keinerlei Einschrankungen) erzeugt
werden kdnnen. Wir zeigen nun:

Satz 4.39 (Aufzahlbar = Typ 0)

Die aufzdhlbaren Sprachen (also die durch DTMn
akzeptierbaren Sprachen) sind genau die durch
beliebige Grammatiken erzeugten Sprachen (also
die vom Typ O).
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Lemma 4.40 (DTM akzeptieren Sprachen vom Typ 0)

Sei L eine Sprache vom Typ 0. Dann gibt es eine
DTM, die L akzeptiert.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 519



el TU Clausthal #Tung a3

Beweis

Es genligt eine NTM zu konstruieren, da diese durch eine
DTM simuliert werden kann (nach Theorem 4.31).
m Sei L eine Sprache uber 7"vom Typ O.
m Dann gibt es eine Grammatik Gy = (V,T, R, S), die L
erzeugt.
m Wir konstruieren eine 2-NTM M,, die L akzeptiert: Sie
rdt eine Ableitung von G,.
m M, bekommt auf Band 1 ein Eingabewort w.

m Sie erzeugt auf Band 2 das Startsymbol S der
Grammatik.

W

S0 FMo S

HFwit
05 #§
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Beweis (Fortsetzung)

m Dann rat M, auf Band 2 eine Ableitung in G.
Zu S =* uw =* ... rechnet sie

A Hu
O s T

B M, wahlt indeterminiert eine Regel P — @ € R aus.
m Sie sucht im Wort auf Band 2 indeterminiert nach P.
m Sie ersetzt das ausgewadhlte P durch Q.

m Wenn @ langer oder kirzer ist als P, benutzt M, die
Shift-Maschinen Sz und Sz, um den Rest des Wortes
rechts neben dem ausgewahlten P zu verschieben.

m M, wahlt die nachste Regel aus.
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Beweis (Fortsetzung)

m Irgendwann beschlieft M, indeterminiert,
das Wort auf Band 2 mit w zu vergleichen.
Falls v = w, halt M,, sonst halt M, nie. Damit
gilt:

M, hdlt bei Input w
gdw
Es gibt eine Ableitung S =G, W
(von M, auf Band 2 nachzuvollziehen)
gdw
w € L(Go)
[]
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Nun zeigen wir die Umkehrung des letzten
Lemmas.

Lemma 4.41 (Aufzéhlbar impliziert Typ 0)

Sei L eine aufzéhlbare Sprache (also eine, die von
einer DTM akzeptiert wird). Dann gibt es eine
Grammatik die L erzeugt.
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Gegeben Sprache L und DTM M, die L akzeptiert.

Wir konstruieren Grammatik G, die L erzeugt:
m Sie erzeugt beliebiges Wort A, ... A,
m und spielt M auf Input a; . . . a,, nach.

m Wenn w von M akzeptiert wird, macht G aus
Ay...A,dasWort a; .. .a,.

m Wenn q; ...a, von M nicht akzeptiert wird,
macht G aus A; ... A, keine Terminale, verwirft
also das Wort.
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Beweis (Fortsetzung)

Turing-Maschinen in einem speziellen Format:

m Bei normalen DTMn ist die Startkonfiguration
bei Eingabe va

s, #vaft
m Wir verwenden DTMn, mit Startkonfiguration

bei Eingabe va:
€ va D
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Beweis (Fortsetzung)

m Die DTM soll wahrend ihrer ganzen Rechnung

m das linke Bandende mit € und
m das rechte “Bandende” mit 3

begrenzen.

m Wenn sie nach rechts mehr Platz braucht, soll
sie zuerst das 3 verschieben.

m Zu jeder "normalen” DTM M, die eine
Sprache L akzeptiert, gibt es eine DTM M/
im neuen Format.
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Beispiel 4.42 (TM mit Begrenzern)

Die Turing-Maschine M akzeptiert {a" | n € N}:
mEsist M = ({q1,¢},{a,b},6,q1)
m mit folgendem ¢:

(q,a) = (@1, L)
(q1,b) — (qa,b)
(q1, €) — (h, €)

Die fehlenden §-Uberginge sind beliebig.
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Die Grammatik G soll zu M so ableiten:

m Am Anfang rat G ein Wort. Aullerdem muss G
noch den Zustand und die Kopfposition von
M codieren.

m G fangt so an zu arbeiten:

a
w
S:>Z@ a ) D.
w
S0

Wie kann man das in Regeln ausdriicken?
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m Mit folgenden Regeln:

#
S —»e A ‘ < # D  (letztere wg. Input ¢)

50
c

A=A (e ) D VeeT
50
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m Die zweistockigen und dreistdéckigen Symbole
sind Variablen von G!
Zustand und Kopfposition zusammen sind in
der dritten Spur kodiert.

m Zum Beispiel:
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"% DTM Ty, b0

Weitere Rechnung zu diesem Beispiel an der Tafel.
Falls (¢, a)A(q',a’): Vb € T U {#}:

Falls (¢, a)A(q', R): Vb, e,d € T U {#}:

Falls (¢, a)A(q', L): Vb, c,d € T U {#}:

Falls (¢, €)A(¢', R): Ye,d € T U {#}:
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m Wenn M hdlt, dann ist das Eingabewort in V*.
Wir gehen dann so vor:
= Wir |6schen die untere Spur.
= Wir behalten nur die obere Spur, das anfangs
geratene Eingabewort.
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Die Grammatik ist nicht beschrankt:

m Die simulierte DTM darf den rechten
Randbegrenzer 5 nach links und rechts
verschieben.

m Allgemein haben wir zuerst eine Ableitung

a C
1 U ... FF

U u
S="C o« ) D='EC b >
u

I :UQ##

So h

m Danach 16scht G die Uberschissigen Blanks,
das 3 rechts und den & links (Wort wird
kiirzer)!

Insgesamt erzeugt G ein Wort w genau dann,
wenn die DTM M das Wort w akzeptiert.
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4.8 Unentscheidbar
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Wie bereits erwahnt ist es nicht einfach, sich eine Funktion
vorzustellen, die nicht berechenbar ist, ohne auf allzu

kiinstliche Beispiele zurtickzugreifen. Hier nun eine, die auf
[Lin and Rado1965] zurtickgeht.

Definition 4.43 (Busy Beaver)

Die Funktion BB : N — N sei wie folgt definiert:

n — BB(n) := die maximale Anzahl an Einsen, die
eine DTM (Definition 4.1) definiert
Uber ¥ = {#,1,c}) mit maximal n
Zustdnden auf einem leeren Band er-
zeugen kann und dann half.

Wir lassen also ein weiteres Hilfszeichen “c” zu. Dies erlaubt
es hohere Werte zu erhalten, ist aber fir die
Unentscheidbarkeit irrelevant.
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Die ersten Werte von BB

Es ist einfach, BB fiir 0, 1 zu berechnen. Mit
welchem Ergebnis?

Busy Beaver ist in der klassischen Version definiert fur
zw-DTM’en und Zielzustéande (Definition 4.22). Die einzigen
bekannten Werte (in unserer Terminologie, Stand 2016)
sind: BB(0) =1, BB(1) = 4, BB(2) = 13. Bereits BB(4) ist
nicht bekannt. Und BB(5) ist groRer als 1.29 x 10865,

Theorem 4.44 (BB ist nicht berechenbar)

BB widichst zu stark um berechenbar zu sein: Es
gibt keine DTM, die BB berechnet.
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CEWEANGENEEED)

Man kann immer mindestens ein | mehr erzeugen, wenn
man einen weiteren Zustand zur Verfiigung hat:

m man benennt den Haltezustand um in ¢,,., und gehtin
den richtigen Haltezustand i nur, wenn man in g, ein
Blank # gelesen hat. Zusatzlich ersetzt man das Blank
durch |).

m Wenn man ein | liest, geht man nach rechts und bleibt in
neu-

Damit haben wir bewiesen:
BB wdchst streng monoton.
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Beweis (zweiter Teil)

Angenommen, es gdbe eine DTM BB, die BB berechnet. Sie
habe n, Zustande.
Wir betrachten die zusammengesetzten Maschinen

Compy, : > Print,, BB,

d.h. zuerst m Einsen auf das leere Band mit Print,, (aus
Beispiel 4.6) und dann BB. Diese Maschinen haben
no + | 3] + 10 Zustande. Nun wahlen wir m, so, daB gilt

m
Mo > no + LTOJ + 10.
Dann schreibt Comp,, fur alle m > m, jeweils BB(m) Einsen
auf das Band und arbeitet mit streng weniger als m

Zustanden: Widerspruch. O
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Einige Probleme fiir DTMn, die unentscheidbar sind.
Besonders beriihmt: Das allgemeine und das spezielle
Halteproblem.

Definition 4.45 (Probleme tGiber DTMn als Sprachen)

DTMn werden als Godelzahlen kodiert:

m DTMn sind Godelwérter iber dem Alphabet
{Z,5,p,\,a,|,0}.

m Wir kodieren Buchstaben der Godelwaorter in Ziffern um
Godelnummern zu bekommen.

m Wir schreiben g(M) fir die Gédelnummer der DTM M.

Wie macht man aus einem Wort eine Godelnummer?
Das haben wir auf den Folien 486 ff. beschrieben.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 539



el TU Clausthal g+ ot
In den folgenden Beweisen brauchen wir DTMn, die Zahlen
in Unardarstellung als Eingabe nehmen.

Deshalb soll ihr Alphabet X im Folgenden mindestens zwei
Elemente enthalten: das Blank # und den Strich |.

Definition 4.46 (Jede Zahl ist Godelnummer)

Jede natiirliche Zahl n soll Godelnummer einer DTM M,,
sein. Wir definieren

M. — N, falls g(N) = n,
" >4, fallses kein N gibt mit g(N) = n.

Die Maschine “> #” druckt nur ein # und halt.
Man kann von einer Zahl n leicht entscheiden, ob n = g(N)
ist fur irgendein N!
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Im Folgenden benutzen wir die Aussage ,,die
DTM mit Godelnummer n“ synonym mit ,M,,“.

Definition 4.47 (Allgemeines Halteproblem)

Das allgemeine Halteproblem ist die Frage, ob die
DTM mit Gédelnummer n bei Eingabe i halt. Es
entspricht der Sprache

Hang := {(n,7) | M,, hélt bei Eingabe i}.
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4.8 Unentscheidbar

Definition 4.48 (Spezielles Halteproblem)

Das spezielle Halteproblem ist die Frage, ob die
DTM mit Gédelnummer n bei Eingabe n halt. Es
entspricht der Sprache

H := {n | M,, hdlt bei Eingabe n}.
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Definition 4.49 (Null-Halteproblem)

Das Null-Halteproblem ist die Frage, ob die DTM
mit Godelnummer n bei leerer Eingabe halt. Es
entspricht der Sprache

Ho := {n | M,, hdlt bei leerer Eingabe}

Manchmal sagt man auch , bei Eingabe 0 anstatt
,bei leerer Eingabe“. Dies deshalb, weil die 0
(unare Schreibweise fiir natirrliche Zahlen) als
leeres Wort dargestellt wird.
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4.8 Unentscheidbar

Das Leerheitsproblem ist die Frage, ob die DTM
mit Godelnummer n bei keiner Eingabe aus >*
halt. Es entspricht der Sprache

& :={n | M, hdlt bei keiner Eingabe aus >*}.
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4.8 Unentscheidbar

Definition 4.51 (Totalitatsproblem)

Das Totalitdatsproblem ist die Frage, ob die DTM
mit Godelnummer n bei jeder Eingabe aus >*
halt. Es entspricht der Sprache

T := {n | M,, hdlt bei jeder Eingabe aus ¥*}.
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Definition 4.52 (Gleichheitsproblem)

Das Gleichheitsproblem ist die Frage, ob die DTM
mit Godelnummer n die gleiche Sprache tber &
akzeptiert wie die DTM mit Goédelnummer m. Es
entspricht der Sprache

Eq:={(n,m) | M, akzeptiert die gleiche
Sprache Gber ¥ wie M, }.
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Definition 4.53 (Entscheidungsproblem)

Das Entscheidungsproblem ist die Frage, ob die
DTM mit Gédelnummer n eine entscheidbare
Sprache Uber ¥ akzeptiert. Es entspricht der
Sprache

Ent :={n| M, akzeptiert eine
entscheidbare Sprache tGber X}.
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Satz 4.54 (Spezielles Halteproblem ist unentscheidbar)

Das spezielle Halteproblem H ist unentscheidbar.
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Beweis

Wir beweisen den Satz durch Widerspruch, und zwar mit
einem Diagonalisierungsargument.

Angenommen, die DTM H entscheidet .

Das heil’t, H hélt bei Eingabe einer Zahl » auf jeden Fall,
und zwar in einer Haltekonfiguration

h,#YH# fallsn € H, bzw.
h,#N4# fallsn & H

Sei N die folgende DTM (haélt nicht bei Input Y):
vl
N: >L 5|

LN
R
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Beweis (Fortsetzung)

Sei M := HN. Sie arbeitet so:
m Sie erwartet als Eingabe eine Zahl n.
m Auf diesem n arbeitet zunachst H; sie entscheidet, ob die
DTM mit Gédelnummer n bei Eingabe n halt.
m Danach steht entweder ,,Y“ oder ,N“ auf dem Band.
m Jetzt arbeitet N:

m Falls H mit ,Y“ geantwortet hat, so schreibt N endlos dasselbe
Zeichen.
m Falls H mit ,N“ geantwortet hat, halt N und damit M.

Sei t die Godelnummer von M.
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Beweis (Fortsetzung)

Wie reagiert M bei Eingabe ihrer Godelnummer?

m Wenn ¢ € H ist:

m H liefert bei Input ¢ das Ergebnis #Y #.

m Daraufhin druckt N endlos dasselbe Zeichen.

m M halt also nicht bei Eingabe ¢.

m Das heit, t € H nach der Definition von H — ein Widerspruch.
m Wennt ¢ H ist:

m H liefert bei Input ¢ das Ergebnis #N#.

m N hilt. o

m M halt also bei Eingabe t¢.

m Das heilit, t € 7 — ein Widerspruch.

Die Annahme, # sei entscheidbar, flihrt also zu einem
Widerspruch. N
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Satz 4.55 (Akzeptierbarkeit von )

Das spezielle Halteproblem H ist aufzahlbar. D.h.
die Sprache

H ={n| M, hdlt bei Eingabe n }

ist akzeptierbar.
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Beweis

Man kann es auf jeden Fall in endlicher Zeit feststellen,
wenn die DTM mit Gédelnummer n bei Eingabe n halt:
Man muss nur ihre Arbeit simulieren.

Das tut zum Beispiel eine universelle DTM.

Man kann aber auch wie folgt vorgehen:

Man lasst M, auf Eingabe 1 einen Schritt laufen.

Man lasst M, M, zwei Schritte laufen (auf die
entsprechenden Eingaben).

Im n-ten Durchgang ldsst man die ersten n Maschinen
jeweils n Schritte laufen

Nur wenn eine der Maschinen hélt, geht man in den
Blinkzustand. Dann arbeitet man weiter.

[l
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Satz 4.56 (7 ist nicht aufzihlbar)

Die folgende Menge ist nicht akzeptierbar
(d.h. nicht (rekursiv) aufzdhlbar).

H = {n| M, hdilt nicht bei Eingabe n}.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 554



4 Turing Maschinen (re)

ml* TU Clausthal 4.8 Unentscheidbar

Beweis.

Angenommen, H ist akzeptierbar.

H ist akzeptierbar nach Satz 4.55.

Wenn sowohl ein Problem als auch sein
Komplement akzeptierbar sind, so ist nach
Satz 4.38 das Problem entscheidbar.

Das steht im Widerspruch zu Satz 4.54, nach dem
‘H unentscheidbar ist. O

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 555



@Ku TU Clausthal 4 Turing Maschinen (re)

4.8 Unentscheidbar

Wie zeigt man, dal} ein Problem
unentscheidbar ist?

Klassische Reduktion:
m Gegeben ein neues Problem, das geldst werden soll.
® Man sucht sich ein altes Problem,

m und baut das neue Problem so um, dal} das alte
Problem ein Spezialfall des neuen Problems ist.

Nichts anderes tun Sie, wenn Sie ein neues Problem mit
Standard-Algorithmen und Standard-Datenstrukturen
I6sen!
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Mu TU ClaUSthal 4.8 Unentscheidbar

Hier: Wir verwenden ein altes Problem, von dem
wir wissen, dald es unentscheidbar ist: etwa .

Gelingt die Reduktion des .alten" Problems auf
das .neue" (etwa H,), so heift diess, daB das
.heue" Problem auch unentscheidbar ist.
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Wir mussen eine totale, berechenbare Funktion
f angeben, die

m eine Instanz p; von P,

m in eine Instanz p, von P, umwandelt,

m und zwar so, dal® die Antwort zu p; ,,ja“ lautet
gdw die Antwort zu p, ,,ja“ ist.
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Definition 4.57 (Reduktion)

Seien Ly, Ly Sprachen uber N.

Wir sagen, L; wird auf L, reduziert, L; < L,
gdw

es gibt eine TM-berechenbare Funktion f : N — N,
so dal gilt:

Vn €N (ne€ Lygdw f(n) € Ly).
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Lemma 4.58

Ist L1 < Lo, und ist L, unentscheidbar, so ist auch
L, unentscheidbar.
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Beweis.

m Angenommen, L, ist entscheidbar.
m Sei M, eine Turing-Maschine, die L, entscheidet.

m Wegen L, = L, gibt es eine Funktion f : N - N e T M
mitn € L; gdw f(n) € Ls.
m Sei M, eine DTM, die f berechnet.

m Dann kann man daraus die Maschine M; := MM,
konstruieren, fur die gilt:

B M,, gestartet mit Input n, hélt mit h, #Y #, falls f(n) € L, d.h. wenn
n € L ist. o

B M,, gestartet mit Input n, halt mit h, #N#, falls f(n) & Lo, d.h. wenn
n ¢ Ly ist. o

m Die Maschine M, entscheidet also L;, ein Widerspruch.
L]
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Satz 4.59 (Unentscheidbarkeit von #,)

Das Null- Halteproblem
Ho = {n | M,, hdlt bei Eingabe 0}

ist unentscheidbar.
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Beweis

Wir reduzieren H auf H,:

Wir konstruieren eine TM-berechenbare Funktion
f: N — N, so dass

i€ Hgdw f(i) € Hy.

Gegeben eine Zahl i, es soll f(i) = j sein fur die
Godelnummer j einer DTM, so dal gilt:

M, hdlt bei Eingabe i gdw

M, hdlt bei leerer Eingabe.
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Beweis (Fortsetzung)

Wie erreichen wir das?

Wir betrachten die folgende Maschine
Mj = PTIT'Lt,MZ
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Beweis (Fortsetzung)

Also:
m M, mit leerem Band gestartet
m Print; erzeugt die Zahl ; auf dem Band.

m M,; wird gestartet mit Eingabe i und halt
gdw i € H ist.

Wir definieren: Die Funktion f soll dem Wert
i € N die 6odelnummer j der DTM M; zuweisen.
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4.8 Unentscheidbar

Dann gilt:

[ ist berechenbar: Der einzig variable Teil ist
Print;, und deren Beitrag zur Gédelnummer
ist leicht zu berechnen.

f(i) € Ho genau dann, wenn i € H:

f(0) = j € Hy

< M, = Print;M, hélt bei Input 0 (##)
< M, hélt bei Input i (#['#)

— 1e€H

Damit ist H auf H, reduziert. N
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Hier noch einmal eine nicht so formale
Darstellung. Um H auf H, zu reduzieren, muss
man zu jeder Maschine M, eine Maschine M,
so konstruieren, dass

(1) M, hélt bei Eingabe i

gdw

(2) M, hélt bei Eingabe 0
M, tut folgendes: zunachst wird ¢ auf das Band
geschrieben, dann wird M; gestartet
(MjI: > Print; Mz)
(1) ist dquivalent zu i € H und
(2) ist aquivalent zu j € H,
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Ahnlich kann man die Unentscheidbarkeit der
folgenden Probleme per Reduktion zeigen:
m &, das Leerheitsproblem.
m 7, das Totalitatsproblem.
m £q, das Gleichheitsproblem.
m Ent, das Entscheidbarkeitsproblem.

Wir benutzen auch die Schreibweisen
®m M,;(w) : DTM M, angesetzt auf w,
® M;(w)]: die DTM M, angesetzt auf w hdlt,
B M;(w)T: die DTM M, angesetzt auf w hdlt nicht.
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Reduktionvon Hauf 7: H <X T

Zu einer Maschine M; konstruieren wir M;:
zunachst wird der Input geldscht, dann i auf
das Band geschrieben,
schliel3lich wird M; gestartet.

Dannisti € H (also M;(7) hdlt) gdw j € T (also
M; halt immer).

Man kann dies auch so ausdriicken: Es gibt kein
Programm zur Erkennung von unendlichen
Schleifen.
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Reduktlon von H auf Ent: H < Ent

Zunachst wahlen wir eine DTM M, die eine
nicht-entscheidbare Sprache akzeptiert, etwa die,
die H akzeptiert.
Zu einer Maschine M; konstruieren wir M;:
m wir lassen M auf dem gegebenen Input laufen,
und gleichzeitig (abwechselnd mit M),
M, (7).
| Falls M;(7) halt, lassen wir M; ebenfalls halten.
B Sonst hadlt M; genau dann, wenn auch M halt.

Dannisti € #H (also M;(i) hadlt) gdw j € Ent (also
M, akzeptiert eine entscheidbare Sprache,
namlich X*).
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Reduktion von H auf £: H < £
Zu einer Maschine M; konstruieren wir M;:
zunachst wird der Input geldscht, dann i auf
das Band geschrieben,
schliel3lich wird M; gestartet.
Dann isti € H (also M;(i) halt) gdw j € € (also
M, halt auf mindestens einem Input).
Damit ist £ unentscheidbar.

Da £ aber offensichtlich aufzihlbar ist, kann £
nicht aufzahlbar sein, also erst recht nicht
entscheidbar.
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Reduktion von 7 auf Eq:T <X &q
Zu M, konstruieren wir zwei Maschinen M, M,
M;(w) startet M;(w) und gibt Y aus, wenn
M, (w) anhalt,
M (w) druckt Y und halt.
Dannisti € 7 gdw (5, k) € £q.

Man kann dies auch so ausdriicken: In einem
Compiler kann es kein optimales Verfahren zur
Codeoptimierung geben.
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Entscheldbar oder unentscheidbar?
Wir betrachten die folgenden Probleme

Mowve:={n : es gibt w, so dall M,,(w) mindestens
einmal nach rechts geht }

Moveg:={n : es gibt w, so dall M,,(w) ein Feld
rechts des Anfangsfeldes besucht }

Dabei ist in Move, mit Anfangsfeld dasjenige Feld
gemeint, von dem die DTM startet (also das erste
Blank rechts vom Input w).
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In diesem Abschnitt definieren wir die beriihmten
Klassen P und NP.

Wir illustrieren und motivieren auflerdem:

Den Begriff der Reduktion beziiglich der Komplexitat —
ein Problem (eine Sprache) wird auf ein zweites
reduziert. Das erste Problem ist dann hochstens so
kompliziert wie das zweite.

Den Begriff eines NP-schweren Problems: es ist
mindestens so schwer wie alle Probleme aus NP.

Den Begriff NP-vollstdndig: das sind die schwersten
Probleme in NP.

Wir definieren die wichtigsten Komplexitdtsklassen und
betrachten ihre Struktur.
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5.1 Die Struktur von PSPACE
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@Ku TU C‘laus‘thal 5.1 Die Struktur von PSPACE

Sortieralgorithmen: Bubble Sort, Quicksort, ...

Erfullbarkeitsproblem: siehe Folie 54. Gibt es
eine erfiillende Belegung fur die Variablen
{x1, 29, ... 2, }?

Graphenprobleme: Gibt es einen
hamiltonschen Kreis in einem Graphen? Sind
zwei Knoten in einem Graphen voneinander
erreichbar?
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Welche Arten von Komplexitat gibt es?
mZeit,
m Speicher.
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Definition 5.1 (NTIME(T (n)), DTIME(T'(n)))

Basismodell: £.-DTM M (ein Band fir die Eingabe).
Wenn M mit jedem Eingabewort der Lange n hochstens
T'(n) Schritte macht, dann wird sie 7'(n)-zeitbeschrankt
genannt.

Die von M akzeptierte Sprache hat Zeitkomplexitat 7'(n)
(tatsachlich meinen wir max(n + 1, [T'(n)])).

m DTIME(T (n)) ist die Klasse der Sprachen, die von
T'(n)-zeitbeschrankten, DTMn akzeptiert werden.

m NTIME(T(n)) ist die Klasse der Sprachen, die von
T'(n)-zeitbeschrankten, NTMn akzeptiert werden.

Wir zdhlen nur die Kopfbewegungen, nicht das
Schreiben.
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Definition 5.2 (NSPACE(S(n)), DSPACE(S(n)))

Basismodell: £.-DTM M davon ein spezielles Eingabeband
(offline DTM).

Wenn M fiir jedes Eingabewort der Lange n maximal S(n)
Zellen auf den Ablagebandern benutzt, dann heilt M
S(n)-speicherbeschrankt.

Die von M akzeptierte Sprache hat Speicherkomplexitdt
S(n) (tatsachlich meinen wir max(1, [S(n)]))

m DSPACE(S(n)) ist die Klasse der Sprachen, die von
S(n)-speicherbeschrankten, DTMn akzeptiert werden.

m NSPACE(S(n)) ist die Klasse der Sprachen, die von
S(n)-speicherbeschrankten, NTMn akzeptiert werden.

Band 1 dient nur zum Lesen der Eingabe. Alle anderen
sind Arbeitsbander.
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Wieso eine offline-Turing-Maschine?
Bandbeschrankung von weniger als linearem
Wachstum.

Frage:

Zu welcher Zeit-/Speicherkomplexitatsklasse
gehort

Lumirror := {wew® : w € (04 1)*},

also die Menge aller Wérter die um den mittleren
Buchstaben ¢ gespiegelt werden kénnen?
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Zeit: DTIME(2n + 1). Die Eingabe wird einfach rechts vom
c in umgekehrter Reihenfolge kopiert. Wenn das ¢ gefunden
wird, wird einfach der tbrige Teil (das w) mit der Kopie von
w auf dem Band verglichen.

Speicher: Die gerade beschriebene Maschine liefert eine
Schranke von DSPACE(™1).

Geht es noch besser?

Ja: DSPACE(lgn). Wir benutzen zwei Bander als
Bindr-Zahler. Die Eingabe auf das Auftreten von genau
einem ¢ bendtigt keinen Speicher (kann mit einigen
Zustanden getan werden). Als zweites prifen wir Zeichen
fur Zeichen auf der linken und auf der rechten Seite: dazu
mussen die zu prifenden Positionen gespeichert werden
(sie werden auf den beiden Bandern kodiert).

Man kommt auch mit einem einzigen Zahler aus (und
einem Band).

rof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17,
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Zeit: Wird jede Sprache aus DTIME(f(n))
von einer DTM entschieden?

Speicher: Wird jede Sprache aus DSPACE(f(n))
von einer DTM entschieden?

Die Funktionen f sind immer sehr einfache
Funktionen, insbesondere sind sie alle
berechenbar. In dieser Vorlesung betrachten
wir nur Potenzen f(n) = n', f(n) = lgn oder sehr
einfache Varianten davon.
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Zeit/Speicher: Wie sieht es mit NTIME(f(n)),
NSPACE(f(n)) aus?

Zeit vs. Speicher: Welche Beziehungen gelten
zwischen DTIME(f(n)),
DSPACE(f(n)), NTIME(f(n)),
NSPACE(f(n))?
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Halten, hdngen nach n Schritten.

Zeitbeschrankt: Was bedeutet es, dall eine DTM
hochstens n Schritte macht?

Halten?: Streng genommen, mufte sie dann
entweder halten oder hdngen. Das
bedeutet, im ersten Fall, dal} die
Eingabe akzeptiert wird.

Hangen?: DTM’n auf beidseitig unendlichem
Band kdnnen aber nicht hdangen.
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Stoppen nach n Schritten.

Stoppen: Wir wollen unter eine DTM macht
hochstens n Schritte folgendes
verstehen:

m Sie hdlt (und akzeptiert die
Eingabe) innerhalb von n Schritten.

m Sie hdngt (und akzeptiert die
Eingabe nicht) innerhalb von n
Schritten.

m Sie stoppt innerhalb von n Schritten
ohne in den Haltezustand
uberzugehen. Auch hier wird die
Eingabe nicht akzeptiert.
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Antworten (informell):

Zeit: Jede Sprache aus DTIME(f(n)) ist
entscheidbar: Man warte einfach
solange wie f(n) angibt. Falls bis dahin
kein ,,Ja“ gekommen ist, ist die Antwort
eben , Nein“.
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Speicher: Jede Sprache aus DSPACE(f(n)) ist

entscheidbar. Denn es gibt nur endlich
viele verschiedene Konfigurationen.
Falls also die DTM nicht terminiert (was
passiert), macht man folgendes: man
schreibt alle Konfigurationen auf (die
komplette Rechnung). Falls die DTM
nicht terminiert, muss sie in eine
Schleife laufen (eine Konfiguration
erreichen, die sie schon einmal hatte).
Das lasst sich feststellen.
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Antworten (informell):

NTM vs. DTM: Trivial sind
DTIME(f(n)) € NTIME(f(n)) und
DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)).
Versucht man aber eine NTM durch
eine DTM zu simulieren, braucht man
(vermutlich) exponentiell mehr Zeit.
Fir die Speicherkomplexitat kann man
zeigen (Theorem von Savitch):

NSPACE(f(n)) € DSPACE(f?*(n)).
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Antworten (informell):

Zeit vs. Speicher: Trivial sind
DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)) und
NTIME(f(n)) € NSPACE(f(n)).

Aber DSPACE(f(n)), NSPACE(f(n))
sind viel groRer.
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Nur die funktionale Wachstumsrate einer Funktion in
Komplexitatsklassen zahlt: Konstante Faktoren werden
ignoriert.

Theorem 5.3 (Bandkompression)

Fiir jedes ¢ € R™ und jede Speicherfunktion S(n) gilt:

DSPACE(S(n)) = DSPACE(cS(n))
NSPACE(S(n)) = NSPACE(cS(n))
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Beweis

Eine Richtung ist trivial. Die andere beweist man,
indem man eine feste Anzahl r (> %) von
benachbarten Zellen auf dem Band als ein neues
Symbol darstellt. Die Zustande der neuen
Maschine simulieren die alten
Kopfbewegungen als Zustandsiibergange
(innerhalb des neuen Symbols). D.h. fir r Zellen
der alten Maschine werden nun nur maximal 2
benutzt: im ungunstigsten Fall, wenn man von
einem Block in den benachbarten geht.
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Theorem 5.4 (Zeitbeschleunigung)

Fiir jedes ¢ € Rt und jede Zeitfunktion T'(n) mit

lim,,_~ ) _ o gilt:

DTIME(T(n)) = DTIME(cT(n))
NTIME(T(n)) = NTIME(cT'(n))
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@Ku TU C‘laus‘thal 5.1 Die Struktur von PSPACE

Beweis

Eine Richtung ist trivial. Der Beweis der anderen lauft wieder
Uber die Reprasentation einer festen Anzahl r (> %)
benachbarter Bandzellen durch neue Symbole. Im Zustand
der neuen Maschine wird wieder kodiert, welches Zeichen
und welche Kopfposition (der simulierten, alten Maschine)
aktuell ist.

Wenn die alte Maschine simuliert wird, muss die neue
nur 4 statt » Schritte machen: 2 um die neuen Felder zu
beschreiben und weitere 2 um den Kopf auf das neue und
wieder zurick auf das alte (im schlimmsten Fall) zu
bewegen. Da wir das schreiben der Felder nicht zdhlen, sind
es nur 2 Kopfbewegungen.
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Lemma 5.5 (Wachstumsrate von DTIME, DSPACE)

Es sei T'(n) eine Zeitfunktion mit lim,, @ = 00,

und es sei S(n) eine Speicherfunktion.

(a) Essei f(n) = O(T'(n)). Dann gilt:
DTIME(f(n)) € DTIME(T(n)).

(b) Es sei g(n) = O(S(n)). Dann gilt:
DSPACE(g(n)) £ DSPACE(S(n)).

(In einer Ubungsaufgabe sollen Sie einen Beweis
daflir skizzieren.)
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Definition 5.6 (P, NP, PSPACE)

P = U;»; DTIME(n')
NP Ui~ NTIME(ni)
PSPACE = |J., DSPACE(n’)
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Intuitiv:

m Probleme in P sind effizient losbar, jene aus
NP konnen (nur?) in exponentieller Zeit geldst
werden.

m PSPACE ist eine sehr groRe Klasse, weit
groRer als P oder NP.
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Etwas genauer: Man betrachte ein Sudoku Puzzle

2 3 9 6

1 4

5
7

6 9 7
84
9|3 1 715
7 2 9|4
1 2 6

Abbildung 27: Ein sehr schweres Sudoku

m Wie schwer ist es, eine Belegung zu finden,
die das Puzzle 16st?

m Wie schwer ist es, eine gegebene Belegung
als richtig/falsch nachzuweisen?
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5 P versus NP
5.1 Die Struktur von PSPACE

Noch genauer: Man betrachte die Formel ¢
(331 V X9 V $3) VAN (ﬁl’l V T2 V _'563) VAN (_le)
und betrachte das Erfiillbarkeitsproblem:

Gibt es eine Belegung von x1, xs, x5 mit wahr

(1), falsch (0) so, daB die obige Formel wahr
wird?

m Wie findet man eine Belegung? Alle
ausprobieren! Oder weil} jemand etwas
besseres? Welche Komplexitat ergibt dies?

m Bei n Variablen hochstens 2" mal die ganze
Formel liberpriifen. Also exponentiell im
Input?
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Verallgemeinertes Sudoku

Man zeigt leicht (siehe meine Logik und Verifikation
Vorlesung), dal® das finden einer erfiillenden Belegung
einer Formel dquivalent zum lsen eines Sudoku ist.

m Klassisches Sudoku wird auf einem 9 x 9 Raster gespielt.
Um sinnvolle Komplexitdtsaussagen zu machen, muss
es verallgemeinert werden.

m Eine feste Formel fir das Erfullbarkeitsproblem zu
betrachten, ist ja auch nicht sinnvoll.

m Verallgemeinertes Sudoku der Ordnung n wird auf
einem Raster der GroRe n? x n? gespielt. Es besteht aus
einzelnen n x n Rastern, die mit Zahlen 1,2, ... n gefullt
werden mussen

m Die Regeln ergeben sich direkt aus der klassischen
Variante, diese hat Ordnung 3.
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Theorem 5.7 (Charakterisierung von NP)

Eine Sprache L is in NP genau dann wenn es eine Sprache L’
in P und ein k > 0 gibt, so das fiir alle w € ¥ gilt:

w € L gdw. esgibteinc: (w,c) € L' und |c| < |wl|*.

c wird Zeuge (witness oder Zertifikat/certificate) von w in L
genannt. Eine DTM, die die Sprache L' akzeptiert, wird Priifer
(verifier) von L genannt.

Wichtig:
Ein Entscheidungsproblem ist in NP genau dann wenn
jede Ja-Instanz ein kurzes Zertifikat hat (d.h. seine

Lange polynomial in der Lange der Eingabe ist), welche in
polynomial-Zeit verifiziert werden kann.
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Wir haben die Komplexitatsklassen nur far
Sprachen definiert. Man kdnnte das aber auch
direkt fir Funktionen f tun:

Komplexitatsklassen fur Funktionen
Eine Funktion f : N — Nistin P, falls es eine DTM

M und ein Polynom p(n) gibt, so dal fur jedes n
der Funktionswert f(n) in héchstens p(ldnge(n))
Schritten von M berechnet wird. Dabei gilt
Iéinge(n) = lgn, denn man braucht lgn Zeichen
um die Zahl n binar darzustellen.

Analog funktioniert dies fur alle anderen
Komplexitatsklassen.
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Frage:
Was sind die genauen Beziehungen zwischen den
Komplexitatsklassen aus Definition 5.67
Offensichtlich:
P C NP C PSPACE
und mehr weifl man bis heute nicht!
Betrachte Lmiror von Folie 581.
Lmirror € DTIME(”); Lmirror € DSPACE(lg TL)

Intuitiv sollte DSPACE(n) auch Sprachen
enthalten, die nur in exponentieller Zeit gelost
werden konnen.
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Wie zeigen wir, dal® ein gegebenes Problem in
einer bestimmten Klasse ist?

Antwort
Reduktion auf ein bekanntes!

Wir brauchen eines, mit dem wir anfangen
konnen: SAT (Seite 55).

Denken Sie an unsere Technik zu zeigen, dal} eine
Sprache L nicht rekursiv ist (Folie 559): dazu
mussten wir eine unentscheidbare Sprache H
auf L reduzieren.
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Konnen wir in NP Probleme finden, die die
schwierigsten in NP sind?

Antwort

Es gibt mehrere Wege, ein schwerstes Problem
zu definieren. Sie hangen davon ab, welchen
Begriff von Reduzierbarkeit wir benutzen.

Fur die von uns betrachteten Reduktionen ist die
Antwort: Ja. Solche Probleme werden vollstdndig
in der gegebenen Klasse beziiglich der Reduktion
genannt.
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Theorem 5.8 (Existenz von schwersten Problemen)

Es gibt in NP Sprachen, auf die man alle anderen
Sprachen aus NP reduzieren kann.

Beweisidee

Dies liegt an der Machtigkeit indeterminierter TMn. Wir
hatten schon gesehen, daB es universelle DTMn gibt. Wir
betrachten die folgende Sprache L die in NP ist (da die
universelle DTM jede DTM M,, furr ¢t Schritte emulieren
kann)

Ly := {(w,n,t): esgibtcso,dal M, das Paar (w, c)
innerhalb von ¢ Schritten akzeptiert}.

Jede Sprache in NP kann darauf reduziert werden.
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Definition 5.9 (Polynomial-Zeit-Reduzibilitat)

Seien L,, L, Sprachen.

Polynomial-Zeit: L, ist polynomial-Zeit-reduzibel auf L,
(poly-Zeit reduzibel), bezeichnet mit
Ly <pol L1, wenn es eine polynomial-Zeit
beschrdnkte DTM gibt, die fur jede Eingabe w
eine Ausgabe f(w) erzeugt, so dal}

w € Ly gdw f(w) € L,
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5 P versus NP
5.1 Die Struktur von PSPACE

Beweis von Theorem 5.8.
Sei L € NP, also von der Form

L ={w: esgibt c mit (w,c) € L', |c] < |w|k}

fur eine Sprache L' € P und k£ € N. Wir reduzieren
L auf Ly: L Zpoi Ly (Folie 606).

Da L’ € P gibt es eine DTM M,,, und £’ € N so, dal
“(w,c) € L' in héchstens (Jw| + |¢|)*" Schritten von M.,
entschieden wird. Wie definieren wir nun unsere
polynomiale Transformation f?

Wir ordnen jedem w € L die folgende Instanz von v’ aus
Ly zu (warum klappt das?):

(w, o, (Jw*1)*).
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Lemma 5.10 (Polynomial-Zeit-Reduktionen)

Sei Ly polynomial-Zeit-reduzibel auf Ly. Dann
gilt:

(1) Ly istin NP wenn L in NP ist;
(2) LyistinP  wenn Lyin P ist.

Die Komposition von poly-Zeit-Reduktionen ist
wieder eine poly-Zeit-Reduktion.
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Problemstellung:

Man erinnere sich an das Problem L, » (ganzahlige lineare
Programmierung) auf Folie 62. In welcher Beziehung steht
es zU Lg,?

Die nachste Folie zeigt eine polynomial-Zeit-Reduktion von
L auf Lyjp. Die Umkehrung gilt auch, ist aber
komplizierter.

Gegeben also eine Formel ¢ : ¢; A --- A1)y, wobei jedes v
eine Disjunktion von Literalen (iiber den Variablen
T1,...,%,) ist.
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Wir konstruieren ein ILP-Problem (A, b) wie folgt:

Matrix A: 2n Spalten von A entsprechen zy,77, ..., 2,, Tp.
Die ersten n Zeilen enthalten jeweils genau zwei
aufeinander folgende 1 (beginnend an der
Position i in der Zeile i. Die nachsten n Zeilen
enthalten jeweils genau zwei aufeinander
folgende —1 an genau den gleichen Positionen.
Die nachsten [ Zeilen enthalten O und 1 an den
Positionen, die durch die Klauseln 1);
(i=1,...,1) bestimmt sind. SchlieRlich haben
wir n Zeilen, die nur eine 1 (auf der Position x;)
enthalten, und weitere n Zeilen, die nur eine 1
(auf der Position 7;) enthalten.

Vektor b: Die ersten n Eintrage sind 1, die nachsten n sind
—1, die nachsten [ (Anzahl Klauseln) sind 1.
SchlieBlich haben wir 2n Eintrage, die 0 sind.
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¢ & Lsat gdW <A, b> & L||_p

Warum? Man splitte die Matrix-Multiplikation in
ihre vielen Ungleichungen auf und finde heraus,
was sie wirklich bedeuten.

Vorsicht: Wir haben nur eine Reduktion gezeigt.
Was mussen wir noch nachweisen, um zu sehen,
dal tatsachlich L;,p € NP (man beachte
Theorem 5.7)?
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nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

5.2 Vollstandige und schwere
Probleme
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Definition 5.11 (Vollstandig, Schwer (Hart))

m Eine Sprache L heil3t NP-vollstdndig wenn
L € NP gilt und jede Sprache L' € NP
poly-Zeit-reduzibel auf L ist.

m Eine Sprache L heillt NP-schwer (NP-hart)
wenn jede Sprache I’ € NP
poly-Zeit-reduzibel auf L ist.

m Eine Sprache L heilt PSPACE-vollstdndig
wenn L € PSPACE gilt und jede Sprache
L" € PSPACE poly-Zeit-reduzibel auf L ist.
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Bemerkenswert:

m Falls ein NP-schweres Problem in P liegt, dann
ist P =NDP.

m Falls ein PSPACE-schweres Problem in P
liegt, dann ist P =PSPACE.

m Wenn P # NP gilt, dann ist kein
NP-vollstandiges Problem in polynomial-Zeit
|6sbar.

Eine Million Euro fiir den, der das P =NP
Problem lost! (Millenium Probleme)
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m Um von einer Sprache L zu zeigen, dal} sie
NP-schwer ist, gentgt es ein anderes
NP-schweres Problem finden, etwa L3 und es
auf L zu reduzieren:

Lsat = —pol L

m Da jede Sprache aus NP auf L, reduziert
werden kann, und L =pol L, ist auch L
NP-schwer.

m Wenn nun noch L € NP gezeigt werden kann,
dann ist L NP-vollstandig.
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Clausthal University of Technolog

Theorem 5.12 (NP-vollstandige Probleme)

Lsqt ist NP-vollstandig.

Beweis.

Dall Ly, € NP ist klar. Die Reduktion von allen
NP Problemen darauf ist allerdings kompliziert.
Dies wurde in den 70’ern von Stephen Cook und
Leonid Levin unabhangig voneinander

gezeigt. ]
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Wichtig:
Die Komplexitatsklassen, die auf
deterministischen Turing-Maschinen definiert
sind, sind abgeschlossen unter
Komplement-Bildung: Wenn eine Sprache L
dazu gehort, dann auch ihr Komplement (einfach
die alte Maschine ausfiihren und die Ausgabe
invertieren).

Frage:
Gilt das auch fur NP?

Keiner weif es!
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Die letzte Komplexitatsklasse, die wir einfihren,
ist co-NP.

Definition 5.13 (co-NP)

co-NP ist die Klasse der Sprachen L deren
Komplemente L (= X*\ L) in NP liegen.
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Prim € NP N co-NP

Wir diskutieren die Sprache Prim, aller
Primzahlen, binar codiert. Trivial ist, daR Prim in
NP liegt (siehe Folie 470). Also Prim € co-NP.
Dal} Prim in NP liegt, ist schon etwas schwieriger
Zu zeigen.

Tatsdchlich ist Prim sogar in P (Agrawal, Saxena,
Kayar (2002)).

Eine offene Vermutung ist folgende Gleichheit:
P = NP Nnco-NP
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Die folgenden Beziehungen sind
momentan noch unbekannt:

P # NP,

NP +# co-NP,

P # PSPACIE,
NP # PSPACE.

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 621



TU Clausthal 3 hepiele

Clausthal University of Technology

5.3 Beispiele
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Beispiel 5.14 (NP volistandige Beispiele)

m Ist ein (un-)gerichteter Graph hamiltonsch?
(Hamiltonian circle)

m Hamilton mit Kostenfunktion g auf den Kanten: Gibt es
einen Hamilton-Kreis mit Kosten kleiner gleich £?
(Hamiltonian circle with costs)

m Ist eine logische Formel erfillbar? (Satisfiability)

m Gibt es in einem Graphen eine Clique der GroRe k?
(Clique of size k)

m Ist ein Graph mit drei Farben zu farben? (3-colorability)

m Gibt es in einer Menge von ganzen Zahlen eine
Teilmenge mit der Gesamtsumme z?
(Subset Sum)
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Definition 5.15 (Varianten von Hamilton Circle)

Hier geht es darum, ob es in einem Graphen einen
Hamilton-Kreis gibt: also einen geschlossenen Weg entlang
der Kanten, der jeden Knoten genau einmal besucht.

Ltam,..: Sei G ein ungerichteter Graph. Lyam,,, ist die
Sprache die aus allen ungerichteten Graphen
besteht, in denen es einen Hamilton-Kreis gibt.

Liam,,: Sei G ein gerichteter Graph. Lyam,, ist die
Sprache die aus allen gerichteten Graphen
besteht, in denen es einen Hamilton-Kreis gibt.
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5.3 Beispiele

el TU Clausthal
Hamilton -weg und -kreis

Man beachte, dal® die Existenz eines
Hamiltonweges (also nicht notwendigerweise
Hamiltonkreises) von der gleichen Komplexitat
ist: Zu jedem Graph G betrachtet man den
Graphen G’ = G U {éye}, in dem der neue Knoten
mit allen anderen verbunden ist. Dann gilt:

es gibt einen Hamiltonweg in G
genau dann, wenn
es gibt einen Hamiltonkreis in G'.
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Definition 5.15 (Travelling Salesperson)

Die letzte Variante fuhrt eine Kostenfunktion auf den
Kanten ein.
Liam.,,....: Sei G = (V, E) ein vollstandiger, ungerichteter
~ Graph und g eine Kantengewichtsfunktion
g: B —N.
Furein k € N sei Lyam,,,., die Sprache, die aus
allen vollstandigen, ungerichteten Graphen
besteht, in denen es einen Hamilton-Kreis mit
Gesamtkosten kleiner gleich £ gibt:

> g(vi,vipr) <k,
i=1
wobei vy, . .., v, ein Hamilton-Kreis in G ist.
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Definition 5.16 (Maximale Clique: Lcjique, )

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Eine
Clique in einem Graphen ist ein vollstdndiger
Teilgraph von G.

Fr ein k € N sei Lciique, die Sprache, die aus allen
ungerichteten Graphen besteht, die eine Clique
der GroRe k enthalten.
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Definition 5.17 (k-colorability: Lcolor_,)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. G heil3t
k-fdrbbar, falls jeder Knoten mit einer von k
Farben so gefarbt werden kann, dal} benachbarte
Knoten verschiedene Farben haben.

Fur ein k& € N sei Lcolor., die Sprache, die aus allen
ungerichteten, mit héchstens & Farben farbbaren
Graphen besteht.
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SAT, 3-CNF sind NP-vollstandig.

Definition 5.18 (SAT, k-CNF-SAT, k-DNF-SAT)

Wir haben bereits das Erflillbarkeits-Problem auf Folie 55
vorgestellt. Ein Literal (/iteral) [; ist ein Variable z; oder seine
Negation —z;. Eine Klausel (clause) ist eine Disjunktion von
Literalen. Wir definieren wie folgt:

DNF: Eine Formel ist in disjunktiver Normalform,
wenn sie von der Form
(lll/\/\llru)\/v(lml/\/\lmnm) ist.

CNF: Eine Formel ist in konjunktiver Normalform,
wenn sie von der Form
(lll\/\/llnl)/\/\(lmlv\/lmnm) ist.
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5 P versus NP
5.3 Beispiele

Definition (Fortsetzung):

k-DNF: Eine Formel ist in k-DNF wenn sie in DNF ist und
jede Disjunktion hochstens k Literale hat.

k-CNF: Eine Formel ist in k-CNF wenn sie in CNF ist und
jede Konjunktion hochstens k Literale hat.

Wir benutzen auch die Notation k-CNF-SAT fir k-CNF: Jede
Klausel hat maximal & Literale (sie konnen natirlich von

Klausel zu Klausel variieren, so dal} die Gesamtformel eine
beliebige Anzahl an Literalen hat).
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Theorem 5.19 (NP-vollstandige Probleme)

Ls enrsar ist NP-vollstandig. Und damit natiirlich
auch Li_cNF-saT fur k > 3.

Fragen:

DNF: Was ist die Zeit-Komplexitat von Sat fur
Formeln in DNF?

2-CNF-SAT: Was ist die Zeit-Komplexitat von Sat
fur Formeln in 2-CNF?

Reduzierbarkeit: Wie kénnen wir Probleme in CNF in
DNF umwandeln und umgekehrt? Was sagt das

Uber die wechselseitige poly-Reduzierbarkeit
von SAT in Bezug auf DNF bzw. CNF aus?
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Definition 5.20 (Vertex Cover: Lyertex.,)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein
Vertex Cover ist eine Teilmenge A C V mit: fur je
2 Knoten v, v' die durch eine Kante im Graphen
verbunden ist, ist mindestens einer in A.

Fir gegebenes k& € N besteht die Sprache Lyertex.,
aus allen Graphen die ein Vertex Cover der GroRe
kleiner oder gleich k besitzen.
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Einige Reduktionen:

B Lcnesat Spol Lciique, »
u LHamdir jpol LHamundir;
u LHamundir jF)0| LHamcostgkr
B L3.cNF-saT =pol Lvertex;,,
u LVerteXS;C jpol LCquuekr
B Lenr-sat =pol L3-CNF-saT,
B Lsar =pol LcNF-saT,
B L3.cNE-saT =pol Lcolor,,,
u LCoIorSk jpol L3—CNF—SAT°

Was ist mit Ist eine Zahl zusammengesetzt
(nonprimeness)?
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Beispiel 5.21 (CNF-SAT =, Clique,)

Gegeben eine Instanz ¢ von CNF-SAT, also eine Konjunktion

von Klauseln tGber den (eventuell negierten) Variablen

x,y,....Cy ANCy A ... A Cy. Wir konstruieren daraus einen

Graphen G = (V, E):

Knoten (V): dies sind Paare (z,i) wobei x eine Variable ist,
die in der Klausel : vorkommt.

Kanten (£): Es gibt eine Kante zwischen (z,4) und (y, j)
falls: (1) 7 # 7, und (2) x,y kommen nicht
komplementar vor.

Es gilt dann: ¢ ist erfiillbar genau dann, wenn der
zugeordnete Graph G eine Clique der Grofe k hat.
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Beispiel 5.22 (Hamgir =<poi Hamyngir)

Gegeben ein gerichteter Graph G. Wir machen aus G einen
ungerichteten Graphen G’ wie folgt.

m Fir jeden Knoten v in G gibt es 3 Knoten in G”:

Vin, Vouty Umid-

m Die Kanten in G’ werden wie folgt definiert. Falls es eine
gerichtete Kante von u nach v in G gibt, dann gibt es
folgende ungerichtete Kanten in G’: u,,; ist mit vy,
verbunden, und u;, ist mit u,,; verbunden. Weiterhin ist
Vin Mit v,,;4 Und v,,;¢ Mit v,,,; verbunden.

Es gilt dann: G hat einen Hamilton-Kreis genau dann, wenn
G’ einen Hamilton-Kreis hat.
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Beispiel 5.23 (Hamyngir =poi Ham,g<y,)

Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E'). Wir missen
daraus einen vollstandigen ungerichteten Graphen G/, eine
Kantengewichtsfunktion g und eine naturliche Zahl k£ € N
konstruieren, so daR gilt: es gibt einen Hamilton-Kreis in G
genau dann, wenn es einen Hamilton-Kreis in G’ mit
Kosten < k gibt.
G’ wird wie folgt konstruiert:

G': G’ sei die Vervollstandigung von G,

g: die Kantengewichtsfunktion ist wie folgt
definiert

1, fallsec E;

ng_)N;eH{ 2, sonst.

ki k= V).
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6. Anwendungen

A Anwendungen
m Praktische Bedeutung
m Satz von Myhill-Nerode
m Der Minimalautomat
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In diesem Kapitel geben wir einige wichtige
Anwendungen der Informatik 3 in der Praxis an.

Neben dem Compilerbau, betrachten wir kurz
Syntaxanalyse und den Nutzen reguldrer Ausdricke.

Wir stellen den Satz von Myhill/Nerode vor, eine
andere Methode, um zu zeigen, ob eine Sprache regular
ist.

SchlieRlich benutzen wir diese Theorie um den
Minimalautomaten einer Sprache zu bestimmen.
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6.1 Praktische Bedeutung
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Wozu brauchen wir Informatik 111?
m Grammatiken,
m Requldre Ausdruicke,
m Endliche Automaten,
m Kellerautomaten,
m (Linear) beschrankte Automaten,
m Turing-Maschinen,
m Entscheidbarkeit vs. Unentscheidbarkeit, und
m Komplexitat.

Gibt es auch Anwendungen in der Praxis?
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Theoretische Komplexitdt vs. praktische Anwendbarkeit:

A
Direkte
praktische
Anwendbarkeit
Gram- DEA NEA PDA Unentscheid-'
matiken barkeit

"Abstraktheit/Schwierigkeit" des Stoffes

Im Folgenden betrachten wir zwei konkrete Anwendungen.
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6.1 Praktische Bedeutung
Clausthal University of Technology

Compilerbau

Programm II € T*

| lexikalische Analyse | [
| Syntaxanalyse | kOnl%)é;freier
| sematische Analyse | kOﬂteXt%Z]i}ﬁngiger

| Codeerzeugung | l
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Compilerbau

Ein Compiler (Ubersetzer) ibersetzt Quellcode

(C-Programm) in Zielcode (Maschinencode).

Das geht in drei Schritten:
lexikalische Analyse (Zeichenreihe — Tokenfolge)

Uberpriifung, Erkennung, Entfernung irrelevanter Zeichen

Syntaxanalyse (strukturellen Korrektheit) Ableitungsbaum

des Programms
semantische Analyse (statischen Semantik)

Wo konnen Methoden der theoretischen Informatik
angewandt werden?

Welche Sprachklassen kdnnte man den einzelnen Punkten
zuordnen?
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Lexikalische Analyse

Zur Generierung lexikalischer Analyser kann
unter anderem ein reqularer Ausdruck
herangezogen werden, der die Tokens beschreibt,
der dann wiederum in einen ea umgewandelt
wird. Endzustande entsprechen dann einem
bestimmten Token.
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Syntaxanalyse

Indeterministische Analysalgorithmen:
m bottom-up (Rechtsreduktion des Wortes)
m top-down (Finden einer Linksableitung)
Deterministische Analysalgorithmen:

m tabellenorientiert
(Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus)

m ableitungsorientiert (bestimmte Grammatiken)
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Regulare Ausdriicke
Verfahren zur Beschreibung von Zeichenketten
(im Unterschied zum Automaten!). Im
,Hintergrund“ wird ein requldrer Ausdruck in
einen endlichen Automaten zum Finden
entsprechender Zeichenreihen umgewandelt.
Beispiele:

m 7: Null oder ein Vorkommen von...

m +: Ein oder mehr Vorkommen von...

...

In der Praxis gibt es viele Operatoren, die in der
Theorie nicht vorkommen, aber (fast) alle
geeignet definiert werden kdnnen.
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Wildcard
Shell  sQL

Theorie ERE

leere Menge

einzelnes Zeichen

Konkatenation (Hintereinanderschreiben)

Alternative, Vereinigung

Klammer

Riickverweis auf Inhalt der i-ten Klammer

einzelnes Zeichen aus endlicher Menge

einzelnes Zeichen nicht aus endlicher Menge

beliebiges einzelnes Zeichen

beliebiger Text
Kleenescher Abschluss (0..?-fache Wiederholung)

optionaler Teilausdruck (0..1-fache Wiederholung) 4]

1..7-fache Wiederholung XX*
m-fache Wiederholung x\{m\}
m..n-fache Wiederholung X\ {m,n\}

m..2-fache Wiederholung x\{m,\)

Abbildung 28: Reguldre Ausdriicke in der Praxis
(http://www.Irz-muenchen.de/services/schulung/unterlagen/regul/).
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Beispiel

Is -l abc:
rw-r— 1 joeuser staff 580 Feb 25 14:19 abc

Wie kdnnen wir mithilfe eines regularen
Ausdrucks den Dateieigentiimer
herausbekommen?

expr “‘Is -l abc* “ :* *[bcdprswx-]* *[0-9][0-9]*
NI
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@KW lU ‘gjlaLlsL}lal 6.1 Praktische Bedeutung

Was bedeutet der Ausdruck?
Erst kommen vielleicht ein paar Zwischenrdume, dann
kommt ein Teil, der nur aus den Buchstaben b, c, d, p,
r,' s, w und x sowie aus Minuszeichen besteht, dann
kommt mindestens ein Zwischenraum, dann minde-
stens eine Ziffer, dann mindestens ein Zwischenraum,
und dann - hier fdngt der Teil an, der uns interessiert
- kommen Zeichen, die keine Zwischenrdume sind und
dann - aber das interessiert uns nicht mehr - kommt
noch ein Zwischenraum ...

Quelle:

http://www.lrz-muenchen.de/services/schulung/unterlagen/regul/

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS 17/18 649


http://www.lrz-muenchen.de/services/schulung/unterlagen/regul/

6 Anwendungen

@Kl* ,’[‘U (_: l aus t }1 a l 6.1 Praktische Bedeutung

Reguldre Ausdriicke sind sehr machtig, wenn sie
richtig angewandt werden.

Fur diverse Anwendungen ist es vorteilhaft, einen
moglichst kleinen Automaten zu haben, denn er
wird ja oftmals im Hintergrund konstruiert und
ggf. viele Male benutzt!

Wie konstruieren wir einen ,,kleinen Automaten
und woher wissen wir, dafl wir den kleinsten
Automaten gefunden haben?
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6.2 Satz von Myhill-Nerode
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Der Satz von Myhill-Nerode ist eine andere
Methode, um festzustellen, dal® eine Sprache
nicht reqular ist. Wie kann man zu gegebener
Sprache L feststellen, wie der kleinste ea fur L
aussieht (falls es ihn gibt)?

Definition 6.1 (~;)
Fir eine Sprache L C ¥* definieren wir die
Relation ~; C ¥* x X*:

v~px falls Vwe X' : (vw e Lgdw zw € L)).
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m ~ ist eine Aquivalenzrelation.

m ~ ist eine Rechtskongruenz: (v ~p t
gdwVw € ¥*: (vw ~p tw)).
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Beispiel 6.3

L={we€{a,b}*: #,(w)=1 mod 3}.

Es gibt genau 3 Aquivalenzklassen:

[e] ={w € {a,b}* : #,(w) =0 mod 3}.
[a] = {w € {a,b}* : #,(w) =1 mod 3}.
laa] = {w € {a,b}* : #.,(w) =2 mod 3}.
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6.2 Satz von Myhill-Nerode

Sei L C ¥* eine Sprache. Dann sind folgende
Bedingungen dquivalent:
(1) L ist rational (vom Typ 3).

(2) L ist die Vereinigung einiger Aquivalenzklassen
einer Rechtskongruenz (iber ¥, die selbst nur
endlich viele Aquivalenzklassen besitzt.

(3) ~z hat nur endlich viele Aquivalenzklassen.
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Beweis
(1) — (2): Sei A = (K, X, 9, s, F) ein e.a., der L akzeptiert.
Wir definieren folgende Relation R 4:

xRy falls 0(so, ) = (s0,y).

R4 ist rechtskongruent (da ja e.a.’s deterministisch sind)
und hat nur endlich viele Aquivalenzklassen (da ja | K|
endlich ist).

Offensichtlich ist L die Vereinigung aller [x] mit §(so, z) € F.
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(2) — (3): Wir zeigen: Sei It eine Aquivalenzrelation die
(2) erfillt. Dann ist jede Aquivalenzklasse von R’ in einer
Aquivalenzklasse von ~; enthalten.

Dann hat ~;, hochstens soviele Aquivalenzklassen wie R’
(es konnen ja mehrere von R’ vollstandig in einer von ~,
liegen), also nur endlich viele.

Sei also xR'y. Aus der Rechtskongruenz folgt (fir jedes
z € X ) xzR'yz. Also yz € L gdw zz € L. Also z ~p, y. Also
ist [x].,, enthalten in [z]., .
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(3) — (1): Offensichtlich ist ~; eine Rechtskongruenz.

Wir miissen nun einen e.a. M; definieren, der L akzeptiert:
m K :={[z].,: zeX}
m 5(al.,, a) = [adl.,,
B s = [e]~,,
mF:={z].,: ze€L}
Man mache sich klar, dal} die Definition von § wohldefiniert

ist (wegen der Rechtskongruenz). Der eben konstruierte e.a.
akzeptiert L, da

§(s0,x) = [x]~, also x e L(M.)gdw [z]., € F

Prof. Dr. Jiirgen Dix Clausthal, WS
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6.3 Der Minimalautomat
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Wir machen nun die Konstruktion des Automaten
im letzten Beweis explizit.

Definition 6.5 ()M, der zu L passende Automat)

Zu L C ¥* definieren wir den folgenden
Automaten M = (K, %, 0, so, F):

m K= {[w.,: weX}
WSy = [E]Nu

mF = {{w.,: we L}
m i([w].,, a) = [wal.,.

Ist M; ein endlicher Automat?
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6.3 Der Minimalautomat

Angenommen, ein Automat enthélt Zustande ¢, ¢’
mit

Yw e ¥ §(q,w) € Fgdw (¢, w) € F,

Was bedeutet das?
Man sagt ¢ und ¢’ sind dquivalent.

Gibt es zu jedem ea A einen Automaten, der
genau dieselbe Sprache akzeptiert und eine
minimale Anzahl von Zustanden hat?
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Theorem 6.6 (Minimalitat von 11;)
Sei A ein endlicher Automat und L = L(A). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

A ist minimal: jeder andere ea A’ mit
L(A") = L(A) hat mindestens soviele Zustéinde
wie A.

A ist isomorph zu M;.
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Beweis

Wir haben schon gezeigt (Beweis von Theorem 6.4), dass
jeder andere ea der L akzeptiert, eine Aquivalenzrelation
definiert, die feiner ist als ~, (also jede dieser
Aquivalenzklassen ist in einer von ~, enthalten).

Also hat jeder solche e.a. mindestens so viele Zustdnde
wie ]VA[L

Sei nun M’ ein ea der L akzeptiert und genau soviele
Zustande hat wie M. Wir definieren einen
Isomorphismus zwischen M’ und 1/;,. Sei ¢’ ein Zustand
von M’. Dann gibt es ein Wort w mit ¢'(s{,, w) = ¢’ (sonst
kdnnte ¢’ weggelassen werden). Wir bilden ¢’ auf 6(sq, w) ab
(man beachte, dal} dies wohldefiniert ist). H
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